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МАТ ЕМА ТИ К А  

 
 
УДК 519.9 

А. В. Васин 

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫХ  
СХЕМАХ В БАЗИСЕ {x|y, xy, x&y, xy, x } 

 
Аннотация. Рассматривается задача синтеза асимптотически оптимальных 
схем, реализующих булевы функции, при инверсных неисправностях на выхо-
дах элементов в полном базисе {x|y, xy, x&y, xy, x }. Доказано, что в рас-
сматриваемом базисе все булевы функции можно реализовать асимптотически 
оптимальными по надежности схемами, причем почти для всех функций эти 
схемы функционируют с ненадежностью, асимптотически равной 3ε при ε→0, 
где ε – вероятность инверсной неисправности на выходе базисного элемента. 

Ключевые слова: надежные схемы, ненадежные элементы, инверсные неис-
правности, синтез схем, булевы функции. 
 
Abstract. Circuits of unreliable functional elements are considered in basis {x|y, 
xy, x&y, xy,x}. It’s possible to realize all boolean functions by asymptotically 
optimal reliable circuits. Unreliability of these circuits is asymptotically equal 3ε for 
almost all boolean functions with ε → 0 (ε is the probability of inverse failure at the 
output of the base element).  

Keywords: reliable circuits, unreliable elements, inverse failure, synthesis of cir-
cuits, boolean functions. 

Введение 

Все разнообразные средства цифровой техники: ЭВМ, микропроцес-
сорные системы измерений и автоматизации технологических процессов, 
цифровая связь и телевидение и т.д. – строятся на единой элементной базе,  
в состав которой входят чрезвычайно разные по сложности микросхемы – от 
логических элементов, выполняющих простейшие операции, до сложнейших 
программируемых кристаллов, содержащих миллионы логических элементов. 

Для исключения возможных сбоев в работе цифровых устройств при-
бегают к различным методам. Одним из таких методов является синтез схем, 
устойчивых к сбоям. Логические элементы цифровых устройств во многом 
определяют функциональные возможности последних, их конструктивное 
исполнение, технологичность, надежность. Надежности комбинационных 
схем (схем из логических элементов) посвящена данная статья, причем элемен-
там схемы приписаны конъюнкция x1&x2, дизъюнкция 1 2 ,x x  отрицание x , 

антидизъюнкция (стрелка Пирса) x1x2 и антиконъюнкция (штрих Шеффера) 
x1x2. Именно эти логические элементы обычно используют при построении 
логических устройств. 

Будем рассматривать реализацию булевых функций в полном базисе  
В = {x|y, xy, x&y, xy, x }. 

Считаем, что схема реализует булеву функцию f(x1, x2, ..., xn), если при 
поступлении на входы схемы набора a  = (a1, a2, …, an) при отсутствии неис-
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правностей на выходе схемы появляется значение ( )f a . Предполагается, что 

все элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью (0; 1/2) под-
вержены инверсным неисправностям на выходах. 

В работе [1] для инверсных неисправностей на выходах элементов до-
казано, что при этих неисправностях в базисах {x1x2} и {x1x2} почти все 
булевы функции можно реализовать асимптотически наилучшими по надеж-
ности схемами, функционирующими с ненадежностью, асимптотически рав-
ной 3 при   0. Асимптотически оптимальные по надежности схемы мож-
но строить со сложностью, по порядку равной сложности минимальных схем, 
состоящих только из надежных элементов (здесь и далее сложность схемы – 
число функциональных элементов (ФЭ) в ней). 

Из работы [2] известно, что при использовании ненадежных элемен-
тов, подверженных инверсным неисправностям на выходах, в базисе 
{ & , , }x y x y x  почти все булевы функции можно реализовать асимптотиче-
ски оптимальными по надежности схемами, функционирующими с ненадеж-
ностью, асимптотически равной 3 при   0. 

В базисе { 1 2,x x  1 2 ,x x  1 2& ,x x  1 2 ,x x  x } вопрос о возможности 

построения асимптотически оптимальных по надежности схем оставался от-
крытым. Ответ на него получен в этой работе. Доказано, что в базисе { 1 2,x x  

1 2 ,x x  1 2& ,x x  1 2 ,x x  x } при инверсных неисправностях на выходах 
элементов для всех булевых функций можно построить схемы, асимптотиче-
ски оптимальные по надежности, причем почти для всех функций эти схемы 
функционируют с ненадежностью, асимптотически равной 3ε при ε→0.  

1 Вспомогательные утверждения 

Теорема 1. Пусть f – произвольная булева функция, отличная от кон-
станты, S – любая схема, ее реализующая. Пусть подсхема C схемы S содер-
жит выход схемы S и реализует булеву функцию g  с ненадежностью 

( ) 1/ 2P C  . Обозначим через 11 1, ..., kp p  всевозможные различные вероятно-

сти ошибок на выходе схемы C при нулевых входных наборах b ,  

т.е. ( ) 0g b  . Аналогично, пусть 01 0, ..., mp p  – всевозможные различные ве-

роятности ошибок на выходе схемы C при единичных входных наборах b , 

т.е. ( ) 1g b  . Полагаем 1
11 1min{ , ..., }kp p p , 0

01 0min{ , ..., }mp p p . Тогда 
вероятности ошибок на выходе схемы S удовлетворяют неравенствам 

1
1( , )P S a p , если ( ) 0f a  ; 0

0 ( , )P S a p , если ( ) 1f a  . 

Следствие 1. Из теоремы 1 следует, что ( ) , 0,1iP S p i  . 
Пусть S – произвольная схема, реализующая булеву функцию ,f  от-

личную от константы. Пусть выходному элементу E схемы S приписана 
функция  , причем первый вход элемента E соединен с выходом некоторой 
подсхемы S1, второй вход элемента E соединен с выходом некоторой подсхе-
мы S2, и схемы S1 и S2 не имеют общих элементов. Обозначим ( ) ( , )

i
if aP S a
  – 

вероятность ошибки на входном наборе a  схемы iS , реализующей функцию 

, 1, 2.if i   Докажем леммы 1−6. 



№ 1 (9), 2009                                   Физико-математические науки. Математика 

 5 

Лемма 1 [3]. Если элементу E приписана функция e = & (конъюнкция), 
тогда вероятности ошибок на выходе схемы S  (рис. 1) равны: 

1 1 1 1 2( , ) (1 2 ) ( , ) ( , )P S a P S a P S a       , если набор a  является нулевым 

для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 0, 1, 2if a i  ; 

1 1 1 0 2( , ) (1 2 ) ( , )(1 ( , ))P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 0,f a  2( ) 1f a  ; 

1 0 1 1 2( , ) (1 2 )(1 ( , )) ( , )P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 1,f a  2( ) 0f a  ; 

0 0 1 0 2 0 1 0 2( , ) (1 2 )( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))P S a P S a P S a P S a P S a           , если набор 

a  является единичным для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 1, 1, 2if a i  . 

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.  
Лемма 2. Если элемент E – дизъюнктор, т.е. ему приписана функция 

e =  (дизъюнкция), тогда вероятности ошибок на выходе схемы S  (рис. 1) 
равны: 

1 1 1 1 2 1 1 1 2( , ) (1 2 )( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))P S a P S a P S a P S a P S a           , если набор 

a  является нулевым для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 0, 1, 2if a i  ; 

0 1 1 0 2( , ) (1 2 ) ( , )(1 ( , ))P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 0,f a  2( ) 1f a  ; 

0 0 1 1 2( , ) (1 2 )(1 ( , )) ( , )P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 1,f a  2( ) 0f a  ; 

0 0 1 0 2( , ) (1 2 ) ( , ) ( , )P S a P S a P S a       , если набор a  является единич-

ным для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 1, 1,2if a i  . 

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.  
Лемма 3. Если элементу E приписана функция e =   (стрелка Пирса), 

тогда вероятности ошибок на выходе схемы S  (рис. 1) равны: 

0 1 1 1 2 1 1 1 2( , ) (1 2 )( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))P S a P S a P S a P S a P S a           , если набор 

a  является нулевым для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 0, 1, 2if a i  ; 

1 1 1 0 2( , ) (1 2 )(1 ( , )) ( , )P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 0,f a  2( ) 1f a  ; 

1 0 1 1 2( , ) (1 2 ) ( , )(1 ( , ))P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 1,f a  2( ) 0f a  ; 

1 0 1 0 2( , ) (1 2 ) ( , ) ( , )P S a P S a P S a       , если набор a  является единич-

ным для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 1, 1, 2if a i  . 

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.  
Лемма 4. Если элементу E приписана функция e = |  (штрих Шеффера), 

тогда вероятности ошибок на выходе схемы S  (рис. 1) равны: 

0 1 1 1 2( , ) (1 2 ) ( , ) ( , )P S a P S a P S a       , если набор a  является нулевым 

для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 0, 1,2if a i  ; 

0 1 1 0 2( , ) (1 2 )(1 ( , )) ( , )P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 0,f a  2( ) 1f a  ; 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 6 

0 0 1 1 2( , ) (1 2 ) ( , )(1 ( , ))P S a P S a P S a        , если набор a  такой, что 

1( ) 1,f a  2( ) 0f a  ; 

1 0 1 0 2 0 1 0 2( , ) (1 2 )( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))P S a P S a P S a P S a P S a           , если набор 

a  является единичным для функций 1f  и 2f , т.е. ( ) 1, 1, 2if a i  . 

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.  
Лемма 5. Если элементу E приписана функция e(x,y) B, то функция 

e(x, x) реализует функцию xb, тогда вероятности ошибок на выходе схемы S  
(рис. 2) на наборе a  равны: 1( )( )

( , ) (1 2 ) ( , )b f af a
P S a P S a     

  . 

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.  
Лемма 6. Если элемент E – инвертор, то вероятности ошибок на выходе 

схемы S  (рис. 3) равны: 

0 1 1( , ) (1 2 ) ( , )P S a P S a      , если набор a  является нулевым для 

функции f , т.е. ( ) 0f a  ; 

1 0 1( , ) (1 2 ) ( , )P S a P S a      , если набор a  такой, что ( ) 1f a  . 

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.  
Пусть в схеме S, реализующей булеву функцию, отличную от констан-

ты, выделена подсхема A, имеющая один вход и содержащая выход схемы. 
Обозначим через S' подсхему, получаемую из схемы S удалением подсхемы 
А. Если выполнено неравенство P(S) > P(S'), то будем говорить, что схема S' 
надежнее схемы S и получается из S удалением подсхемы A. 

Так как схема S реализует функцию, отличную от константы, схема A 
реализует либо тождественную функцию, либо инверсию. 
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Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 Рис. 4 
 
Определение 1. Схема S, реализующая функцию f, отличную от кон-

станты, является bc-схемой, если из нее нельзя получить более надежную 
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схему, реализующую f или f , удалением подсхемы, реализующей тождест-

венную функцию или инверсию. 
Теорема 2 [4, 5]. Пусть схема S, ненадежность которой равна P(S), реа-

лизует функцию f и является bc-схемой. Если в схеме S можно выделить под-
схему, имеющую один вход, содержащую выход схемы и реализующую ин-
версию или тождественную функцию с вероятностями ошибок p0 и p1 такими, 
что 0 10 1p p   , то верно неравенство 

0 1

0 1 0 1
min , ( )

p p
P S

p p p p

 
   

. 

2 Верхние оценки ненадежности 

Теорема 3 [2]. При (0,1/128]  любую булеву функцию в базисе 

{x&y, xy, x } можно реализовать такой схемой S, что 2( ) 3 32P S     .  

Поскольку базис {x&y, xy, x }  B, то справедлива теорема 4. 
Теорема 4. При (0,1/128]  любую булеву функцию можно реализо-

вать схемой S в базисе B, что 2( ) 3 32P S     . 

3 Нижние оценки ненадежности 

Пусть K(n) − множество булевых функций f, зависящих от переменных 

x1, x2, …, xn , не представимых в виде ( & ( )a
ix g x )b (i = 1, 2, ..., n, a, b{0,1}). 

Замечание 1. Схема, реализующая функцию из класса K(n), содержит 
не менее трех элементов.  

Теорема 5. Пусть (0,1/ 6] , функция ( )f x  K(n), и пусть S – любая 

схема в базисе B, реализующая функцию f . Тогда 2 3( ) 3 5 2P S       . 

Доказательство. Пусть булева функция f K(n) и S – любая схема, 
реализующая эту функцию. Без ограничения общности будем считать, что 
S является bc-схемой. Поскольку схема S содержит не менее трех элемен-
тов, выделим в ней подсхему A, состоящую ровно из трех элементов. Воз-
можные варианты для A приведены на рис. 5–12. Сначала рассмотрим схе-
мы на рис. 5 и 6.  

В схемах на рис. 5, 6 входы выходного элемента соединены с выходами 
разных элементов, т.е. в схеме S нельзя выделить подсхему с одним входом и 
одним выходом, содержащую выход схемы. На рис. 5, 6 выходной элемент E1 

не является инвертором, а элементам E2 и E3 может быть приписана любая из 
базисных функций (если это инверсия, то считаем, что на правый вход эле-
мента поступает фиктивная переменная).  

Пусть выход элемента E2 (E3) не соединен со входом элемента E3 (E2) 
(см. рис. 5). Если выходному элементу E1 схемы A (рис. 5) приписана одна из 
функций   или & , тогда из лемм 1 и 3 следует, что на любом единичном на-

боре вероятность ошибки равна 2
0 (1 2 )(2 )p          и, следовательно, 

0 2 33 5 2p       . Если же выходному элементу E1 схемы A (рис. 5) припи-
сана одна из функций | или  , то из лемм 2 и 4 получаем, что на любом еди-
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ничном наборе вероятность ошибки равна 2
1 (1 2 )(2 )p          и, следова-

тельно, 1 2 33 5 2p       . И по следствию 1 получаем, 2 3( ) 3 5 2P S       . 
 

 

e2 

E2 

e3 

E3

e1 

E1

x2 x1 x3 x4 

e2

E2

e3 

E3 

e1

E1 

x2 x1 x3 

 
Рис. 5 Рис. 6 

 
Пусть выход одного из элементов (например, для определенности вы-

ход E2) соединен со входом другого элемента (E3) (см. рис. 6). Заметим, что 
элемент E3 не может быть инвертором, иначе схема реализует константу, что 
противоречит условиям теоремы. Если выходному элементу E1 схемы A (рис. 6) 
приписана одна из функций   или & , тогда независимо от приписанной 

элементу E2 функции e2 вероятность ошибки 0
0 (1 )(2 (1 ))p p         

2 3(1 ) 3 5 2         .  
Если выходному элементу E1 схемы A (рис. 6) приписана одна из функ-

ций | или  , то независимо от приписанной элементу E2 функции e2 вероят-

ность ошибки 1 2 3
1 (1 )(2 (1 )) (1 ) 3 5 2p p                 . И по следст-

вию 1 получаем 2 3( ) 3 5 2P S       . 
Пусть в схеме S можно выделить подсхему А1 с одним входом, содер-

жащую выход схемы. Возможны случаи, изображенные на рис. 7–12. 
Из лемм 5 и 6 следует, что для любой из подсхем A1 (рис. 7–12) верно 

равенство 0 1p p . Причем для подсхем A1 на рис. 7, 8 выполнено равенство 

0 1p p   , а для подсхем A1 на рис. 9–12 выполнено равенство 

0 1 2 (1 )p p     . И в том, и в другом случаях при (0, 1/128]  условие 

0 10 1p p    теоремы 2 выполнено, поэтому  

0 1

0 1 0 1

1
( ) min ,

2

p p
P S

p p p p

 
    

. 

При (0,1/ 6]  верно неравенство 2 31
3 5 2

2
      . Следовательно, 

2 3( ) 3 5 2P S       . Теорема доказана. 



№ 1 (9), 2009                                   Физико-математические науки. Математика 

 9 

А1 

e2(e3) 

E2(E3) 

e1 
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e4 
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Рис. 7 Рис. 8 Рис. 9 

 
 

А1 

 
E2(E3) 

e1 

E1 

x2 x1 

e4 

E4 

А1

E2(E3)

E1

x2 x1 

e4 

E4 

А1 

e2(e3)

E2(E3) 

E1

x2 x1 

e4 

E4 

 
Рис. 10 Рис. 11 Рис. 12 

 
Из теоремы 5 следует, что при (0, 1/128]  любая схема, удовлетво-

ряющая условиям теоремы 4 и реализующая булеву функцию ( ) ( )f x K n , 
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является асимптотически оптимальной по надежности и функционирует с не-
надежностью, асимптотически равной 3ε при ε→0.  

Таким образом, расширение неприводимых полных базисов {xy}, 
{xy}, а также базиса {x&y, xy, x } до базиса B = {x|y, xy, x&y, xy, x } не 
повлияло на асимптотическую оценку ненадежности схем. 
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УДК 517.6+537.874.6 

Ю. Г. Смирнов  

О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ  
ОБРАТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

ЭФФЕКТИВНОЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ  
ПРОНИЦАЕМОСТИ НАНОМАТЕРИАЛОВ* 

 
Аннотация. Работа посвящена исследованию задачи определения эффектив-
ной диэлектрической проницаемости образцов наноматериалов произвольной 
геометрической формы, помещенных в прямоугольный волновод с идеально 
проводящими стенками. Задача сводится к решению нелинейного объемного 
сингулярного интегрального уравнения. Интегральное уравнение изучается, 
опираясь на результаты исследования соответствующей краевой задачи и тео-
рему эквивалентности краевой задачи и интегрального уравнения. Доказана 
теорема о существовании и единственности решений нелинейного объемного 
сингулярного интегрального уравнения и обратной краевой задачи для опре-
деления эффективной диэлектрической проницаемости наноматериалов. 

Ключевые слова: краевые задачи, обратные краевые задачи электродинамики, 
интегральные уравнения, теоремы о существовании и единственности решений. 
 
Abstract. The paper is devoted to the problem of reconstruction of effective permit-
tivity of nanomaterials of arbitrary shape located in rectangular waveguide with per-
fectly conducting walls. The problem is reduced to the nonlinear volume singular in-
tegral equation. Research of the integral equation is based on the theorem of equiva-
lence of boundary value problem and integral equation. Theorem of existence and 
uniqueness of solutions of integral equation and boundary value problem for recon-
struction of effective permittivity of nanomaterials is solved.  

Keywords: inverse boundary value problems, integral equations, electromagnetic 
problems, theorems of existence and uniqueness of solutions. 

Введение 

Работа посвящена исследованию вопросов существования и единствен-
ности решений в задаче определения эффективной диэлектрической прони-
цаемости образцов наноматериалов произвольной геометрической формы, 
помещенных в прямоугольный волновод с идеально проводящими стенками.  

Определение диэлектрических параметров нанокомпозитных материа-
лов и сложных наноструктур с различной геометрией является актуальной 
задачей при использовании нанокомпозитных материалов и наноструктур на 
практике. Однако эти параметры не могут быть измерены экспериментально. 
Это приводит к необходимости применять методы математического модели-
рования и решать задачи численно с помощью компьютеров. При этом при-
ходится решать трехмерные векторные задачи в полной электродинамиче-
ской постановке. Решение таких задач является в настоящее время одной из 
самых актуальных проблем в электродинамике. Решение этих задач с прием-

                                                           
* Работа выполнена в рамках ФЦП Минобрнауки РФ «Развитие научного потенциала 
высшей школы (2009–2010 годы)» (регистрационный номер 2.1.1/1647) и при под-
держке Российского фонда фундаментальных исследований (грант № 06-07-89063а). 
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лемой для практики точностью на электродинамическом уровне строгости 
математическими методами требует очень большого объема вычислений и 
часто невозможно даже на самых современных суперкомпьютерах. Особенно 
остро стоит проблема решения обратных электродинамических задач на 
сложной системе тел в резонансном диапазоне частот, возникающая при оп-
ределении параметров нанокомпозитных материалов и наноструктур [1].  

Таким образом, возникает необходимость разработки новых методов 
решения указанного круга задач. Одним из перспективных методов является 
метод объемных сингулярных интегральных уравнений [2–4]. Здесь оператор 
задачи получается эллиптическим, а интегральное уравнение решается только 
внутри тела (в области неоднородности). В отличие от [3], мы изучаем инте-
гральное уравнение, опираясь, в основном, на результаты исследования соот-
ветствующей краевой задачи и теорему эквивалентности краевой задачи и 
интегрального уравнения. На этом пути удается доказать теорему о сущест-
вовании и единственности решений в 2L  нелинейного интегрального уравне-
ния, в также теорему о существовании и единственности решений обратной 
краевой задачи.  

1 Краевая задача дифракции для системы уравнений Максвелла 

Рассмотрим следующую задачу дифракции. Пусть в декартовой систе-
ме координат 1 2 3{ : 0  , 0 , }P x x a x b x          – резонатор с идеаль-
но проводящей поверхностью .P  В резонаторе расположено объемное тело 
Q  ( Q P  – область), характеризующееся постоянной магнитной проницае-

мостью 0  и положительной 3 3 -матрицей-функцией (тензором) диэлек-
трической проницаемости ( )x . Компоненты ( )x  являются ограниченными 

функциями в области Q , ( )L Q , а также 1 ( )L Q
 

.  
Граница Q  области Q  кусочно-гладкая. Точнее, предположим, что 

для каждой точки границы 0x Q  существует окрестность   (в 3R ) и 
2C -диффеоморфизм этой окрестности на 3R , при котором точка 0x  перехо-

дит в точку 0 , а образом множества Q  является множество одного из 

следующих типов (ниже 1 2 3( , , )x x x  – декартовы; 2( , ), 0,r r S    – сфери-

ческие координаты в 3R ). Либо 1 0x   ( 0x  – точка гладкости границы); либо 

1 20,  0x x   ( 0x  – точка на «выходящем» ребре); либо 3
1 2\{ 0,  0}R x x   

( 0x  – точка на «входящем» ребре); либо 0,r Q  , где 2Q S   – односвяз-

ная область с кусочно-гладкой границей Q  ( 0x  – вершина «конуса с ребра-

ми»). В частности, если Q  – гладкая, то 0x  – коническая точка; если Q  

образована дугами больших окружностей, то 0x  – вершина многогранного уг-
ла. Пусть Q  – ограниченная область и каждая точка x Q  принадлежит од-
ному из этих типов. Тогда будем говорить, что Q  – область с кусочно-
гладкой границей. Будем также предполагать, что тело Q  не касается стенок 

резонатора, Q P   . В \P Q  среда изотропна и однородна с постоян-

ными 0 0( 0), ( 0)    . 
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Требуется определить электромагнитное поле 2,, ( )locL PE H , воз-

буждаемое в резонаторе сторонним полем с временной зависимостью вида 
i te  . Источник стороннего поля – электрический ток 0

2, ( )locL Pj .  

В области 3P R  стандартные дифференциальные операторы grad, div, rot  

понимаются в смысле обобщенных функций. 

Будем искать «слабые» (обобщенные) решения системы уравнений 
Максвелла:  

 
0

0

rot ,

rot .

H E j

E H
Ei

i

    


 


  (1) 

Эти решения должны удовлетворять условиям на бесконечности [6]: 
поля E  и H  при 3x C  для достаточно больших 0C   имеют представле-

ние (+ соответствует  , – соответствует  ) 

       

 
1

3

1 1
3 2

0 2 3

p p p p pi x
p

p p

e i
R e

i e


                     


E

H
 

      
   

2
3

0 2 3

2 2
3 2

,p
pi x

p
p p p p p

i e
Q e

e i


    
          

   (2) 

где    2
0

j j
p pk    ,  Im 0j

p   или  Im 0j
p  ,   0j

pk   и  1
p ,  1 2,p x x  

и  2
p ,  1 2,p x x   2 2

0 0 0k      – полная система собственных значений и 

ортонормированных в  2L   собственных функций двумерного оператора 

Лапласа   в прямоугольнике   1 2 1 2: , : 0 ,0x x x a x b       с условия-

ми Дирихле и Неймана соответственно, и 2 1 1 2 2e x e x       . Для коэф-

фициентов разложений (2) имеют место оценки 

      , ,m
p pR Q O p p    , (3) 

для всех m N . 
С физической точки зрения условия (2) означают, что рассеянное поле 

является суперпозицией нормальных волн, расходящихся от тела. Условия (3) 
обеспечивают экспоненциальную сходимость рядов (2), а также возможность 
их почленного дифференцирования по xj любое число раз. 

Для E , H  должны выполняться краевые условия на стенках резонатора 

 | 0, | 0.P P    E H   (4) 

Если выполняются уравнения Максвелла, то второе условие в (4) сле-
дует из первого, и его можно опустить. Но если рассматривать оператор Мак-
свелла, порождаемый левой частью (1), то надо ставить оба условия. 
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Для 1( )u H P  существуют граничные значения из пространства 
1/ 2 ( )H P  в смысле теории следов. Почти везде на P  определен вектор 

нормали.  

Пусть также 0E  и 0H  – решения рассматриваемой краевой задачи в от-
сутствие неоднородного тела Q , 0( ) ,  x I x P   


 ( I


 – единичный тензор): 

 0 0 0 0 0
0 0,    Erot i rot i     H E j E H   (5) 

с краевыми условиями 

 0 0| 0, | 0.P P    E H   (6) 

Эти решения могут быть выражены аналитически через 0
Ej  с помощью 

введенного ниже тензора Грина. Решения не обязаны удовлетворять услови-

ям на бесконечности. Например, 0E и 0H  могут быть ТМ- или ТЕ-модой это-
го волновода. 

Имеют место результаты о гладкости решений задач (1)–(4) и (5), (6) 
при более гладких данных [2]. Сформулируем один из таких результатов. 

Утверждение 1. Пусть 0 1 ( )locE H Pj . Тогда 0 0 1, ( ).locH PE H  Пусть, 

кроме того, 2Q C  , 1( )C Q . Тогда сужения 1| , | ( )Q Q H QE H  и \| ,P QE  

1
\| ( \ )locP Q H P QH . Кроме того, справедливы условия сопряжения на Q : 

[ ] | 0, [ ] | 0Q Q    E H , 

где [  ]  означает разность следов с разных сторон Q . 
В предположениях утверждения 1 краевые условия на P и условия со-

пряжения на Q  понимаются в смысле равенства следов элементов из 
1/ 2 ( )locH P  и 1/ 2 ( )H Q . Ясно, что при первоначальных общих предположе-

ниях о тензоре   такие условия сопряжения не имеют смысла. 

2 Тензоpная функция Грина прямоугольного волновода 

Построим диагональный тензор Грина EG


, компоненты которого явля-
ются фундаментальными решениями уравнения Гельмгольца в P  с коэффи-

циентом 2 2
0 0 0k      и удовлетворяют краевым условиям первого или второ-

го рода на P , обеспечивающим обращение в нуль тангенциальных состав-
ляющих напряженности электрического поля на стенках волновода. Его ком-
поненты имеют вид (см. [2]) 

 
3 3

1
1 2 1 2

00 1

2
cos sin cos sin

(1 )

nm x y

E
nm nn m

e n m n m
G x x y y

ab a b a b

  

 

   
    ;  (7) 

 
3 3

2
1 2 1 2

01 0

2
sin cos sin cos

(1 )

nm x y

E
nm mn m

e n m n m
G x x y y

ab a b a b

  

 

   
    ;  (8) 
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3 3

3
1 2 1 2

1 1

2
sin sin sin sin

nm x y

E
nmn m

e n m n m
G x x y y

ab a b a b

  

 

   
  .  (9) 

В этих выражениях 
2 2

2
0nm

n m
k

a b

          
   

, при этом ветвь квад-

ратного корня выбирается так, чтобы Im 0nm  .  

Запишем m
EG  с выделенной особенностью при x y : 

 
0| |1

( , ),  ,
4 | |

ik x y
m m
E

e
G g x y x y P

x y


  

 
,  (10) 

где функция ( )mg C Q P   (см. [5, с. 132]).  

Отсюда и в силу симметрии функций Грина ( , ) ( , )m m
E EG x y G y x  

( 1,2,3)m   имеем 

Утверждение 2. Тензор Грина EG


 допускает представление 

 
0| |1

( , ),  ,
4 | |

ik x y

E
e

G I g x y x y P
x y


  

 
  

,  (11) 

где матрица-функция (тензор) ( )g C Q P 
 и ( )g C P Q 

. 

Такое представление функции Грина удобно для теоретического иссле-
дования задачи дифракции, но непригодно для численных расчетов, т.к. не 
содержит алгоритма вычисления g


. В работе [5] изложен конструктивный 

метод выделения особенности, позволяющий корректно вычислять значения 
функции Грина вблизи особых точек.  

Отметим, что функции Грина имеют единственную особенность вида 
0| |1

4 | |

ik x ye

x y



 
 и не имеют других особенностей в силу сделанного нами пред-

положения о том, что тело не касается поверхности волновода. 

3 Объемное сингулярное интегральное уравнение 

Наша ближайшая цель – свести краевую задачу к объемному сингуляр-
ному интегральному уравнению и доказать теорему эквивалентности.  

Пусть решения краевых задач (1)–(4) и (5), (6) существуют и единст-
венны. Перепишем (1) в эквивалентной форме: 

 0 0rot , rotEi i     H E j E H ,  (12) 

где 

 0 p
E E E j j j .  (13) 

В последнем равенстве  0( )p
E i x I     j E


 – электрический ток по-

ляризации. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 16 

Нетрудно проверить, что решение краевой задачи (12), (4) имеет вид 

 0
0

1
grad div , rotE E Ei

i
   


E A A H A ,  (14) 

где 

 ( ) ( )E E E
P

G r y dy A j


 –  (15) 

векторный потенциал электрического тока.  
Потенциал EA  удовлетворяет уравнению  

 2
0E E Ek   A A j .  (16) 

Таким образом, потенциал EA  есть свертка с тензором Грина прямо-
угольного резонатора для уравнения Гельмгольца, обеспечивающий выпол-
нение требуемых краевых условий для полей. 

Однако формулы (14) не дают явного решения задачи (12), (4), т.к. ток 

Ej  зависит от E . Из соотношений (13)–(15) для поля E  следует интегро-
дифференциальное уравнение 

0 2
0

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )E

Q

y
x x k G r I y dy

      
E E E

 
 

 
0

( )
graddiv ( ) ( ) ,  E

Q

y
G r I y dy x Q

     
 E

 
.  (17) 

Кроме того, 

0 2
0

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )E

Q

y
x x k G r I y dy

      
E E E

 
 

 
0

( )
graddiv ( ) ( ) ,  \E

Q

y
G r I y dy x P Q

     
 E

 
.  (18) 

Формула (18) дает представление решения ( )xE  в области \P Q , если 
( ),  y y QE  – решение уравнения (17). Поле H  выражается через решение 

(17) в виде 

 0
0

0

( )
( ) ( ) rot ( ) ( ) ,  E

Q

y
x x i G r I y dy x P

       
H H E

 
.  (19) 

Сведем полученное выше интегродифференциальное уравнение к объ-
емному векторному сингулярному интегральному уравнению. 

Представим функцию Грина в виде 

 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ), | |,EG r G r G r G r r x y    
   

  (20) 
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0 1 2 3

0 1 2
1 1

( ) , ( ) , ( ) diag{ , , }.
4 4

ik re
G r I G r I G r g g g

r r

    
 

   
  (21) 

Применяя теорему [6] о дифференцировании интеграла с ядром, имею-
щим слабую особенность, придем к известному [3] представлению: 

 
2

ln
1 1 1

( ) v.p. ( ) ( )
4 4 3n n n

l n l nQ Q

U y dy U y dy U x
x x r x x r

    
       .  (22) 

Используя полученные соотношения, переходим от интегродифферен-
циального уравнения (16) к векторному сингулярному интегральному урав-
нению: 

1
0 0

1 ( ) ( )
( ) ( ) v.p. ( , ) ( )

3
Q

x y
x I x x y I y dy

                
E E E

  
 

 0
2

0 0

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ).E E E

Q Q

y y
x y I y dy x y I y dy x

                 
 

   
  (23) 

Здесь тензоры 1 2, ,  
  

 имеют вид 

 2
0 0( , ) ( ) (  , grad)grad ( );Ex y k G r G r   


  (24) 

 1 1( , ) (  , grad)grad ( );x y G r  


  (25) 

 
2

2
( )

( ( , )) .
j

ij
i j

g r
x y

x x

 
 


  (26) 

Вопрос о разрешимости уравнения (23) и об эквивалентности краевой 
задачи дифракции и сингулярного интегрального уравнения устанавливается 
в следующей теореме. 

Теорема 1. Пусть тело Q  с кусочно-гладкой границей Q  характери-
зуется положительным тензором диэлектрической проницаемости 

( )L Q  и 1 ( )L Q
 

. Пусть ,E H  и 0 0,E H  – единственные решения 
краевых задач (1)–(4) и (5), (6) соответственно. Тогда существует и един-
ственно решение 2( )L QE  уравнения (23). Обратно, если 2( )L QE  – ре-
шение интегрального уравнения (23), то формулы (13)–(15), (18), (19) дают 
решение краевой задачи для системы уравнений Максвелла (1), удовлетво-
ряющее условию (4). 

Перепишем интегральное уравнение (23) для электрического поля в виде 

 0( )I S K  E E ,  (27) 

где операторы S  и K  определяются в соответствии с (23): 

1
0 0

1 ( ) ( )
( )( ) ( ) v.p. ( , ) ( ) ;

3
E E E

Q

x y
S x I x x y I y dy

               


  
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 2
0 0

( ) ( )
( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .E E E

Q Q

y y
K x x y I y dy x y I y dy

                
 

   
  (28) 

Имеет место [2] следующий результат о разрешимости уравнения (27). 
Теорема 2. Пусть однородное уравнение (27) имеет только тривиаль-

ное решение и тензор диэлектрической проницаемости таков, что 

 

1/ 22 13
ln

ln
0, 1

( ) 1
sup 1

2x Q l n

x
ess



 

              
 .  (29) 

Тогда уравнение (27) однозначно разрешимо для любой правой части 
0

2 ( )L QE . 

Часто интерес представляют задачи рассеяния в среде, характеризую-
щейся постоянной во всем объеме резонатора диэлектрической проницаемо-
стью ( 0I  


) и тензорной магнитной проницаемостью   в Q  (вне 

Q 0I  
 

). В этом случае краевая задача сводится к объемному сингулярно-

му интегральному уравнению (такого же типа) для магнитного поля и выра-
жению для электрического поля через решение этого уравнения 

0 2
0

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )H

Q

y
x x k G r I y dy

      
H H H

 
 

0

( )
graddiv ( ) ( ) ,  H

Q

y
G r I y dy x Q

     
 H

 
; 

0
0

0

( )
( ) ( ) rot ( ) ( ) ,  H

Q

y
x x i G r I y dy x P

       
E E H

 
. 

В последних формулах ( , )HG x y


 – тензорная функция Грина прямо-

угольного волновода, отвечающая произвольному распределению источни-

ков магнитного поля. Как и для рассматривавшейся функции Грина ( , )EG x y


, 

имеет место представление в виде суммы сингулярного слагаемого того же 
вида и гладкой функции. Следовательно, для обратной краевой задачи об оп-
ределении эффективной магнитной проницаемости материала будут верны 
теоремы, аналогичные сформулированным в этой статье. 

4 Обратная краевая задача 

 Мы будем рассматривать обратную краевую задачу для определения 
эффективной диэлектрической проницаемости образца наноматериала, рас-
положенного в волноводе. Рассмотрим изотропный случай и будем считать, 
что  x  

, где   – неизвестная константа (эффективная диэлектрическая 

проницаемость) образца [1]. Предположим, что 0a k b    . В этом случае 

в волноводе может распространяться только одна мода, потому что 
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 2
1Im 0  ,  2 2 2 2

01 0k a      и  Im 0j
p   для всех ,p j  за исключени-

ем 1p   и 2j  . Мы также предполагаем, что  

     2
310 1

2 0 sin i xx
x e A i e

a a
   E . 

Здесь  A   – (известная) амплитуда распространяющейся волны, 

1 1cos x a   . Следовательно, 1 0EG   и 2 0EG   равномерно по y Q  при 

3x  . Мы также получаем 

 2
3 312 1 1

10

1
sin sin 0i x y

E
x y

G e
ab a a

    


, 

равномерно по y Q  при 3x  . Затем мы имеем div 0EG 


 равномерно 

по y Q  при 3x   (потому что 
2

2
0EG

x

 


 равномерно по y Q  при 

3x  ). Вычислив предел при 3x   в (18), получим уравнение 

        0 2 2
0 2

0
1 , ,E

Q

x x k G x y E y dy x Q
      

E E ;  (30) 

и, принимая во внимание условие на бесконечности (2) при 3x  , 

       2 2
3 31 11 1

2 0 2 01 sin sini x i xx x
e Q e i e A e i

a a a a
           

 
    
2

3 31
2
0 2 1 1

2
0 10

1 sin sin .i x y

Q

k e x y
e E y dy

ab a a
         

   (31) 

Из этого следует 

      
 

2
312 1

0 21
0 10 0

1
1 sin .i y

Q

y
Q A k e E y dy

b i a
          

   (32) 

Мы предполагаем, что коэффициент  
1Q


 известен из эксперимента. 

Таким образом, мы имеем 

 
 0

1
,

C  
 E f

, (33) 

где  

 

    0 10 1

2
0

i b Q A
C

k

   
 ; (34) 
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 2

311
2 sin i yy

e e
a

 f , (35) 

а скобки обозначают скалярное произведение в пространстве  2L Q  

      ,

Q

y y dy E f E f .  (36) 

5 Теорема о существовании и единственности решения  
интегрального уравнения и обратной краевой задачи 

Подставляя (33) и (35) в формулу (30), мы получаем нелинейное объ-
емное интегральное уравнение 

          0 2
0

,
,E

Q

x x k G x y y dy
C

  
E f

E E E


 

    graddiv , , .E
Q

G x y y dy x Q  E


  (37) 

Введем линейный интегральный оператор 

        2
0 0: , graddiv ,E E

Q Q

A k G x y y dy G x y y dy  E E E
 

. (38) 

Перепишем уравнение (37) в форме 

 
   0

0
,

A
C

 
E f

E E E .  (39) 

Так как  0 A E f ,    
0A A i

a
    , то из (39) получаем 

     0, A CA E f E f E  и, далее,  
 

 
  0,A A CA

A A

 
 

   
    

   

E E
f f E 

 
,  

        0,
C

A
A A A A   

  
   

  

E E E
f f

   
.  (40) 

Пусть  A 
 E

E


,  
C

C
A 




, 0 0A CA  , тогда из уравнения (40) получаем 

    0, A E f E f E   .  (41) 

Положим  U E f , тогда уравнение (41) преобразуется к виду  

    0, A  U f f U U f .  (42) 

Из (42) получаем  

   2
0 0, A A  U f U f U U f  .  (43) 
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Полагаем 0 0Af f , и из (43) находим 

  2
0 0, A  f U U f U f U .  (44) 

Приведем последнее уравнение к виду  A U U , необходимому для 

применения принципа сжимающих отображений: 

 0
02 2 2

1
, A

 
    
 
 

ff
U U U U

f f f
 .  (45) 

Введем обозначения 
2

 f
f

f
 , 0

0 2


f
f

f
 , 0

0 2

A
A 

f


, и из (45) получим 

     0 0,A A    U U U f U f U


  .  (46) 

Оценим норму оператора  A U  из (46): 

        0 0V , V, V VA A A A       U U f U f U
 

   

         0, , V , V V, V VA          U f U U f U f f U


     

      0, V V, V VA       U f U U f U


   

      0, V V, V .A     U f U U f


    (47) 

Пусть  0rS  – (замкнутый) шар радиуса r с центром в точке 0 в про-

странстве  2L Q . Пусть  0rSU . Имеем оценку  

      0 0 , 0 .rA r A r S    U f f U


    (48) 

Если  

  0 0 ,r A r r  f f


    (49) 

то оператор  A U  действует из шара  0rS  в шар  0rS . 

Теперь, считая, что  ,V 0rSU , и используя неравенство Коши-

Буняковского, из (47) получаем 

        0V 2 V , ,V 0 .rA A r A S     U f U U


   (50) 

Таким образом, если 

 02 1r A f


 ,  (51) 

то оператор  A U  является сжимающим. Выберем радиуса шара r так, чтобы 

выполнялись оба условия (49) и (51) (ниже будет показано, когда это воз-
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можно). Учитывая эквивалентность преобразований при переходе от уравне-
ния (37) к уравнению (46), по теореме о сжимающих отображениях [7] имеем 
следующий основной результат. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия (49) и (51). Тогда существует и 
единственно решение уравнения (46)  AU U  (и, соответственно, (37)). 

Также существует и единственно решение обратной краевой задачи, полу-
ченное по формуле (33). Кроме того, приближенные решения уравнения (46) 
могут быть найдены посредством итерационного процесса  1n nA U U , 

который сходится для любого начального приближения  0 0rSU  со ско-

ростью геометрической прогрессии. 
Заметим, что при переходе от неизвестной функции U  к первоначаль-

ной неизвестной функции E  центр шара (точка 0) перейдет в 0E . 
Преобразуем оценки (49) и (51) к более удобному виду, соответственно 

к оценкам: 

  

2

2
1

0 0
| |

r
r

C F r
A r A


 


f

f
f

 ;  (52) 

  2
2

0

2
1

| |

r

C F r
A


 

f
f .  (53) 

Из оценки (53) следует, что необходимо выполнение условия 

0
2

r 
f

. Выберем радиус r  так, чтобы в наибольшей степени ослабить 

оценку для | |C . Для этого надо найти величину     1 2
0

2

max min ,
f

r

F F r F r
 

 . 

Легко проверить, что на отрезке 0
2

r 
f

 функция  2F r  является неотри-

цательной и убывающей, а функция  1F r  является неотрицательной и имеет 

максимум в точке r , 0
2

r 
f

, где  

 

1/ 22
0 0 0

2
0 00

A A A
r

A AA


 
   
 
 

f f f f
.  (54) 

Кроме того, точка r  является (единственной) точкой пересечения гра-

фиков функций  1F r  и  2F r . Таким образом, 2

0

2
1

r

F
A




f
f . Тогда оцен-

ки (52) и (53) можно заменить одной оценкой 
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 2

0

2
1

| |

r

C F
A


 

f
f .  (55) 

Переформулируем теорему 3 в первоначальных неизвестных. 
Теорема 4. Пусть выполнено условие (55). Тогда существует и един-

ственно решение нелинейного объемного интегрального уравнения (37). 
Также существует и единственно решение обратной краевой задачи, полу-
ченное по формуле (33). Кроме того, приближенное решение уравнения (37) 
может быть найдено посредством итерационного процесса 

        0
1 02

1
,E E E f E E E

f
n n n n nC A

A
 
   


,  (56) 

который сходится для любого начального приближения  0
0 rS


E E  со ско-

ростью геометрической прогрессии, где r  определяется формулой (54). 

Условие (55) имеет место, если величина    
1| |Q A
   достаточно ма-

ла. С физической точки зрения это означает, что амплитуда прошедшей вол-
ны не сильно отличается от амплитуды падающей волны.  

6 Итерационный метод для решения обратной краевой задачи 

Рассмотрим схему итерационного процесса (56) для решения нелиней-
ного интегрального уравнения (37). При n = 0, 1, … на каждом шаге необхо-
димо (численно) вычислять действие линейного объемного сингулярного ин-
тегрального оператора 0A . Алгоритм вычислений описан в работе [3]. Алго-

ритм суммирования рядов представлен в работах [2, 6]. В качестве начально-

го приближения естественно взять 0
0 E E . После решения уравнения (37) с 

заданной точностью с помощью итерационной процедуры (56) по формулам 
(33)–(35) находим неизвестную диэлектрическую проницаемость ε.  
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УДК 550.831 
И. В. Бойков, М. В. Кравченко 

ОПТИМАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ  
ВОССТАНОВЛЕНИЯ ЛАПЛАСОВЫХ ПОЛЕЙ 

 
Аннотация. В работе рассматриваются оптимальные по порядку методы ап-
проксимации лапласовых векторных полей. Для этого исследована гладкость 
лапласовых векторных полей. Введены классы функций ,1( , ),B M   

[ 1,1]l   , 1, 2, ...l  , constM  . Вычислены поперечники Колмогорова и Ба-

бенко для этих классов функций. Построены локальные сплайны и показано, 
что данные сплайны являются оптимальными по порядку методами аппрокси-
мации лапласовых полей. 

Ключевые слова: лапласовы векторные поля, эллиптические уравнения, сплай-
ны, поперечники Колмогорова и Бабенко, прямые задачи гравиразведки. 
 
Abstract. In the paper considered optimal with respect to accuracy methods for ap-
proximation Laplace vector fields. For this purpuse the smooth Laplace vector fields 

is investigated. Introduced the new functional class ,1( , ),B M   [ 1,1]l   , 

1, 2, ...l  , constM  . Evaluated Kolmogorov widths and Babenko widths for this 

class of functions. Constructed local splines and shown that this splines are optimal 
with respect to accuracy methods for approximation Laplace fields. 

Кеywords: Laplase vector fields, elliptic equations, spline, Kolmogorov and Ba-
benko widths, direct problems of gravity. 

Введение 

В монографии [1, с. 31] дано определение лапласова векторного поля. 
Там же отмечено, что лапласово векторное поле, определенное в области D , 
удовлетворяет в этой области векторному уравнению Лапласа 0F  . 

Если F  – потенциальное в области D  поле, удовлетворяющее уравне-
ниям div ,F q  rot 0,F   ,r D  то справедливы формулы [1] 

 1 1 1
( )grad grad

4
S

n F n F ds
r r r r

             
  

( ), ,1 1
div grad

0, ;4
D

F r r D
F d

r Dr r

 
          

1 1 1
grad grad

4
S

n F n F ds
r r r r

                        
  

( ), ,1 1
div grad

0, .4
D

F r r D
F d

r Dr r

 
          

Для лапласова векторного поля справедливы формулы 
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  1 1 1
( ) ( )grad grad

4
S

F r n F n F ds
r r r r

              
 ;  (1) 

 
1 1 1

( ) grad grad
4

S

F r n F n F ds
r r r r

                         
 .  (2) 

Формулы (1) и (2) дают решение векторного уравнения Лапласа 0F   
в области D , ограниченной поверхностью Ляпунова S . Поэтому представля-
ет значительный интерес построение оптимальных методов аппроксимации 
векторной функции ( )F r  в области D  и построение оптимальных методов 
вычисления интегралов типа Коши. 

Данная работа посвящена оптимальным методам аппроксимации по-
тенциальных полей ( )F r , представимых формулами (1) и (2). С этой целью 

исследована гладкость функции ( )F r  в предположении, что ( )F r  на по-

верхности S  принадлежит классу функций Гельдера αH , а S  – поверхность 

Ляпунова. Будет показано, что α,0,γ( ) ( , )F r B D M  , 0 α 1,   0 γ 1,   M  – 

константа при γ 1 . Для класса функций α,0,1( , )B D M  вычислены попереч-

ники Бабенко и Колмогорова и построены локальные сплайны, являющиеся 
наилучшим по порядку методом приближения функций из множества 

α,0,1( , )B D M . 

Напомним определения поперечников Бабенко и Колмогорова. 
Пусть B  – банахово пространство, X B  – компакт, П : X X  – 

представление компакта конечномерным пространством X .  

Определение 1. Пусть nL  – множество n -мерных линейных подпро-
странств пространства B . Выражение  

( , ) inf sup inf ,
n nn

L u Lx X
d X B x u


   

где последний inf  берется по всем подпространствам nL  размерности n , оп-
ределяет n -поперечник Колмогорова. 

Определение 2. Пусть nX R . Выражение 

1

(П: )
δ ( ) inf sup diam П П( ),

nn
X R x X

X x

 
  

где inf  берется по всем непрерывным отображениям П : nX R , определяет 
n -поперечник Бабенко. 

Опишем классы функций, используемые в работе. 

Определение 3. Пусть [ 1,1]l   , 1, 2, ...,l   1, 2, ...r  , 0 γ 1.   

Функция ( )f x , 1 2( , , ..., )lx x x x  принадлежит классу функций γ ( , )rB M , 

если выполнены условия 

( )( ) ;Cf x M   
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1
1

( )
max ,

... l

v
vv

vvx
l

f x
M v

x x

 
 

 1 ;v r   

 1 1 γ
1

( )
,

... ( , )l

vvv

vv v r
l

M vf x

x x d x   
 
  

 ,r v    

здесь 1( , ..., ),lx x x  ( ,Г)d x  – расстояние от точки x  до границы Г  области 

D , определяемое формулой  
1

( ,Г) min min 1 , 1 ,i i
i l

d x x x
 

    1 2 3( , , )     , 

1 2 3,        i  – целые неотрицательные числа, 1, 2, 3.i   

Определение 4. Пусть [ 1,1] , 1, 2, ..., 0 α 1lD l     , 0 γ 1.   

Множество α,0,γ (D, )B M  состоит из функций 1( , ..., ),lf x x  удовлетворяю-

щих следующим условиям: 

1( , ..., ) , ,lf x x M x D   

α...α( ) ( ), 0 α 1, ,f x H M x D     

 
  

1

1
1 γ

1

( , ..., )
1 ln ( ,Г) , 1, 2, ...

... ( ,Г)l

l

l

Mf x x
d x

x x d x



   


   
 

 

1 Гладкость лапласовых полей 

Рассмотрим функцию 

 
1 1 1

( ) ( ( ))grad [ ( )] grad
4 | | | |

S

F r n F r n F r ds
r r r r

             ,  (3) 

где 1 2 3grad { , , }F U f f f  ; U  – потенциальное поле; S  – поверхность Ляпу-

нова, ограничивающая область D ; 1 2 3{ , , }n n n n  – единичный вектор внешней 

нормали к поверхности S ; ( , , )r x y z  – точка, пробегающая поверхность S ; 

( , , )r x y z     – точка, лежащая внутри области D , 1 2 3
1

grad { , , }
| |

g g g
r r




 – 

вектор-функция градиента. 
Преобразуем выражение (3). Для этого, воспользовавшись формулой 

  ( ) ( )a b c b a c a b c      , 

получаем 

 1 1 2 2 3 3
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) grad
4 | |

S

F r n r f r n r f r n r f r
r r

       
  

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F r n r g r n r g r n r g r     
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  1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .n r f r g r f r g r f r g r ds     (4) 

Так как 
1

( ), ( ), grad
| |

F r n r
r r

 – вектор-функции, содержащие по три 

компоненты, то равенство (4) можно представить в скалярном виде тремя ра-
венствами: 

  1 1 2 2 3 3
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
4i i

S

f r n r f r n r f r n r f r g r r     
 

  

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )if r n r g r n r g r n r g r     

  1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1, 2, 3.in r f r g r f r g r f r g r ds i      (5) 

Будем предполагать, что функции ( , , ), 1, 2, 3if x y z i   являются кусоч-

но-постоянными. Из предположения гладкости поверхности S  следует, что 
функции ( , , ), 1, 2, 3,in x y z i   определяющие проекции единичного нормаль-

ного вектора в точке ( , , )x y z S , удовлетворяют условию Гельдера с показа-

телем α .  
В этом случае поверхностные интегралы, входящие в равенства (5), 

распадаются на сумму поверхностных интегралов вида 

 1 2 3( ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) ( , ) ,ij ij ij
S S S

P r g r r ds P r g r r ds P r g r r ds       (6) 

где функции ( )ijP r  – кусочно-непрерывные и имеют вид 

( ) ,ij i jP r n f  , 1, 2, 3.i j   

Вследствие этого нам достаточно будет рассмотреть следующую 
функцию: 

 1( ) ( ) ( , ) ,

S

r P r g r r ds      (7) 

где ( )P r  – кусочно-постоянная функция. 

Остальные интегралы рассматриваются аналогично. 
Оценим производные функции (7). Очевидно, 

1
( , , )

( , , ) ({ , , },{ , , })

S

x y z
P x y z g x y z x y z ds

x x

 

 
        
     

 

 3
2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )S

x x
P x y z ds

x
x x y y z z





 
    

          

 , 1.   (8) 

Введем следующее обозначение: 2 2 2τ ( ) ( ) ( )x x y y z z        . Тогда 
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1({ , , },{ , , })
(2 1)!!

g x y z x y z

x




      


 

31 1
31 2

3 3 3 ( 3)1 22 2 2 2

* 3 * 0* 1 * 1
31 2

3 3 3 ( 2)1 22 2 2 2

( ) ( )( ) ( )
... , четное,

τ τ τ τ

( ) ( )( ) ( )
... , нечетное,

τ τ τ τ

N

N

A x x A x xA x x A x x

A x x A x xA x x A x x

 

    

 

    

                
 

           
  
 








 

где * * *
1 2 1 2, , ..., ; , , ..., constN NA A A A A A  , 1  . 
Последнее равенство можно представить в виде 

2 1
1

3
20

( )({ , , },{ , , })
(2 1)!! ,

N i
i

i
i

A x xg x y z x y z

x

 

  

     
 

 1  ,  

1

2
N

  – при   нечетном, 
2

N
  – при   четном. 

Тогда равенство (8) представимо в виде 

 1
( , , )

( , , ) ({ , , },{ , , })

S

x y z
P x y z g x y z x y z ds

x x

 

 
        
    

 

 
2 1

3
2 2 2 20

( , , ) ( )
(2 1)!! .

( ) ( ) ( )

N i
i

i
i S

P x y z A x x
ds

x x y y z z

 

 

 
    
 

       
 

    (9) 

В формуле (9) рассмотрим последнее слагаемое при   нечетном, 
1

2
i N

  , 

   

**

( 2)
2 2 2 2

( , , )

(( , , ),Г)
( ) ( ) ( )

NN

S

AP x y z A
ds

d x y z
x x y y z z

  
  

      
  

2 2 2

( , , )
.

( ) ( ) ( )S

P x y z ds

x x y y z z


        

Оценим отдельно интеграл 

 
2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )S

P x y z ds

x x y y z z       ,  (10) 

учитывая, что для функции ( , , )P x y z  справедливо неравенство 
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( , , )P x y z M  , constM  . 

Пусть S  – прямоугольник [ , ; , ]a b c d , лежащий в плоскости .XOY  По-

ложим 0, 0, , .y x a b c d        Тогда расстояние от точки ( , , )x y z    до S  

равно z . Используя известные табличные интегралы  

2 2

1
arctg

dx x
C

a aa x
 

 , 2

2
ln

dx
x a x C

a x
   


  

и учитывая, что функция ( ) arctg( )f x x  является нечетной и для нее спра-

ведливо неравенство arctg( )
2

x
 , получим 

2 2 2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b d

S a c

P x y z ds dydx
M

x x y y z z x x y y z
 

                 

 2 2 2

b d

b d

dydx
M

x y z 

 
    

2 2 2 2 2 2

1
arctg arctg

b

b

d d
M dx

x z x z x z

      
        
  

2 2 2 2 2 2

1 1
2 arctg

b b

b b

d
M dx M dx

x z x z x z 

  
     
        
    

    2 2ln 1 ln ( , , ),Г .
b

b
M x x z B d x y z


           (11) 

Здесь и всюду ниже через B  обозначаются константы, конкретные зна-
чения которых не вычисляются. 

Оценим теперь интеграл (10) в случае, когда поверхность S  выпуклая. 

Пусть точка * * *( , , )x y z  реализует расстояние от точки ( , , )x y z    до поверх-

ности S , равное h . Построим сферу (( , , ), 2 )S x y z h    радиуса 2h  с центром 

в точке ( , , )x y z    (естественно рассматривается случай достаточно малых 

значений h ). Тогда поверхность S  разбивается на две части: поверхность 1S , 

расположенную внутри сферы (( , , ), 2 )S x y z h   , и на поверхность 2S , распо-

ложенную вне этой сферы. 
Оценим в отдельности интегралы 

2 2 2

( , , )
,

( ) ( ) ( )
iS

P x y z ds

x x y y z z        1,2.i   
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Так как по предположению функция ( , , )P x y z  кусочно-непрерывная, 

то существует sup ( , , )
S

M P x y z . 

Проведем через точку * * *( , , )x y z  плоскость, касательную к поверхно-

сти 1S , и спроектируем на касательную плоскость поверхность 1S , проекцию 

обозначим через *
1S . Так как значение h  достаточно, то имеется взаимноод-

нозначное соответствие между поверхностями 1S  и *
1S . Обозначим через 1σ  

и 2σ  площади поверхностей 1S  и *
1S .Тогда 

1

2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )S

P x y z ds

x x y y z z


        

*
1

1
2 2 2

2

σ
(1 ln ).

σ ( ) ( ) ( )
S

ds
M B h

x x y y z z
  

        

Оценим теперь интеграл  

2

2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )S

P x y z ds

x x y y z z       . 

Покажем, что этот интеграл также ограничен величиной (1 ln )B h . 

Для этого воспользуемся плоскостью, касательной к поверхности S  в точке 
* * *( , , )x y z  (плоскость 1n ). Построим цилиндрическую поверхность, перпен-

дикулярную к этой плоскости, в которую вписана область D . Пусть l  – кри-
вая касания поверхности S  с цилиндром. Так как область D  выпуклая, то та-
кая кривая существует. Обозначим через HS  часть поверхности, располо-

женную под кривой l . Отметим, что HS  не зависит от h . Обозначим через 

H  расстояние от точки ( , , )x y z    до кривой l . Это расстояние также не зави-

сит от h . Спроектируем поверхность 1\HS S  на плоскость, проходящую че-

рез точку ( , , )x y z    и параллельную касательной плоскости к поверхности S  

в точке * * *( , , )x y z  (плоскость 2n ). Обозначим проекцию через *
HG . Тогда 

2 2

2 2 2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S S

P x y z ds ds
M

x x y y z z x x y y z z
 

                 

2 1

2 2 2 2 2 2
\ \( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

H HS S S S

ds ds
M M

x x y y z z x x y y z z
  

                  

*
2

2 2 2 2
\

γ .
( ) ( ) ( )

H HS S G

M dxdy
ds M

H x x y y z z
 

       


  
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Здесь γ  определяется углом наклона нормали к поверхности 1\HS S  и 

нормалью к касательной плоскости 2n . В качестве γ  выбирается наиболь-

ший коэффициент, равный 1. 
Оценим последний интеграл. Пусть 0ρ  – радиус наибольшего круга с 

центром в точке ( , , )x y z   , вписанного в область * .HG  Очевидно, 0ρ Bh . 

Пусть 0R  – радиус наименьшего круга с центром в точке ( , , )x y z   , описан-

ного вокруг области *
HG . Очевидно, 0 .R BH  

Тогда 

* *
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

H HG G

dxdy dxdy

x x y y z z x x y y
 

              

0

0 0 0

2

0 02 2 2
(( , , ), )\ (( , , ),ρ ) 0 ρ

ρ ρ
(ln lnρ )

( ) ( ) ρ

R

B x y z R B x y z

dxdy d d
B R

x x y y



     

    
       

0 0 0 0ln lnρ ( ln lnρ ) (1 ln ).B R B R B h       

В результате получим 

2

2 2 2

( , , )
(1 ln ).

( ) ( ) ( )S

P x y z ds
B h

x x y y z z
 

        

Таким образом, получена оценка для интеграла (10), и в случае, когда 
поверхность S  выпуклая, эта оценка совпадает с (11). 

Тогда 

 
*

( 2)
2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )

N

S

P x y z A
ds

x x y y z z
 

      
  

   
*

1 ln ( , , ),Г
(( , , ),Г)

NA B
d x y z

d x y z 
    

  
 

    1 ln ( , , ),Г .
(( , , ),Г)

B
d x y z

d x y z 
   

  
  (12) 

Рассмотрим интеграл 

 

 
2

2 2 2 2

( , , )( )
,

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x

x x y y z z
 

 

      
   (13) 
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который представляет собой общий вид интегралов, входящих в (9), при 
любом   (четном и нечетном), 1 2 ,k i     0,1, ..., .i N  Для получения 

необходимой нам оценки используем формулу (12): 

 
2

2 2 2 2

( , , )( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x ds

x x y y z z
 

  

      
  

 
2

2 2 2 2

( , , ) ( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x
ds

x x y y z z
 

 
 

      
  

 
 

/ 22

2
2 2 2 2

( , , ) ( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x ds

x x y y z z
 

 
 

      
  

 
 

/ 22 2 2

2
2 2 2 2

( , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x y y z z ds

x x y y z z
 

      
 

      
  

 
2

2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )S

P x y z ds

x x y y z z
 

      
  

   1 ln ( , , ),Г
(( , , ),Г)

B
d x y z

d x y z 
   

  
. 

Число слагаемых в 1({ , , },{ , , })g x y z x y z

x




  


 будет составлять / 2 1    

в случае, когда   четное, и ( 1) / 2 1   в случае, когда   нечетное. 

Но так как при любом   число слагаемых не будет превышать 2 , то 
получим 

 
     2 1 !!( , , )

1 ln ( , , ),Г
(( , , ),Г)

Bx y z
d x y z

x d x y z



 
        

   
, 1, 2, ...    (14) 

В связи с несимметричностью функции ( , , )x y z    относительно пере-

менных ,x y   и z  оценим частные производные функции по переменной y : 

1({ , , },{ , , })
(2 1)!!( )

g x y z x y z
x x

y




       


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4 02
31 2

3 3 3 ( 3)1 22 2 2 2

* * 4 ** 2
32

3 3 3 ( 4)1 22 2 2 2

( ) ( )( ) ( )
... , четное,

τ τ τ τ

( ) ( ) ( )( )
... , нечетное,

τ τ τ τ

N

N N

A y y A y yA y y A y y

A y y A y y A y yA y y

 

    

 

    

                  
            
  
 


 

где * * *
1 2 1 2, , ..., , , , ..., constN NA A A A A A  ; 

1

2
N

  при   нечетном, 
2

N
  

при   четном. 
Последнее равенство можно представить в виде 

2
1

3
20

( )({ , , },{ , , })
(2 1)!!( ) ,

τ

N i
i

i
i

A y yg x y z x y z
x x

y



  

       


  

Тогда  

 1
( , , )

( , , ) ({ , , },{ , , })

S

x y z
P x y z g x y z x y z ds

y y

 

 
        
    

 

 
2

3
2 2 2 20

( , , ) ( ) ( )
(2 1)!! .

( ) ( ) ( )

N i
i

i
i S

P x y z A y y x x
ds

x x y y z z





 
     
 

       
 

    (15) 

Рассмотрим интеграл 

 

 
3

2 2 2 2

( , , )( )( )
,

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x y y

x x y y z z
 

  

      
   (16) 

который представляет собой общий вид интегралов, входящих в (15), при 
любом   (четном и нечетном), 2 , 0... .k i i N    Для получения необходи-

мой нам оценки используем формулу (12): 

 
3

2 2 2 2

( , , )( )( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x y y

x x y y z z
 

   

      
  

 
3

2 2 2 2

( , , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x y y
ds

x x y y z z
 

  
 

      
  
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   
 

1/ 2 / 22 2

3
2 2 2 2

( , , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x y y ds

x x y y z z
 

  
 

      
  

   
 

1
2 2 2 2 2 22 2

3
2 2 2 2

( , , ) ( ) +( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

k
S

P x y z x x y y z z x x y y z z ds

x x y y z z
 

             
 

      
  

 
2

2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( )S

P x y z ds

x x y y z z
 

      
  

   1 ln ( , , ),Г .
(( , , ),Г)

B
d x y z

d x y z 
   

  
 

Число слагаемых в 1({ , , },{ , , })g x y z x y z

y




  


 будет составлять / 2 1   в 

случае, когда   четное, и ( 1) / 2 1   в случае, когда   нечетное. 
Но так как при любом   число слагаемых не будет превышать  , то 

получим 

 
     2 1 !!( , , )

1 ln ( , , ),Г
(( , , ),Г)

Bx y z
d x y z

y d x y z



 
        

   
, 1, 2, ...    (17) 

Аналогичным образом вычисляется и оценивается частная производная  

 
     2 1 !!( , , )

1 ln ( , , ),Г
(( , , ),Г)

Bx y z
d x y z

z d x y z



 
        

   
, 1, 2, ...    (18) 

Рассмотрим смешанную производную: 

 
2 2

1
( , , )

( , , ) ({ , , },{ , , })

S

x y z
P x y z g x y z x y z ds

x y x y

        
        

 52 2 2 2

( , , )
3

( ) ( ) ( )S

P x y z y y
ds

x x y y z z


 

      
  

 
2

7
2 2 2 2

( , , ) ( )
15

( ) ( ) ( )S

P x y z y y x x
ds

x x y y z z

  
 

      
  

 52 2 2 2

( , , )
3

( ) ( ) ( )S

P x y z y y
ds

x x y y z z


 

      
  
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 
 

2 2 2

7
2 2 2 2

( , , ) ( ) ( ) ( )
15

( ) ( ) ( )S

P x y z y y x x y y z z
ds

x x y y z z

        
 

      
  

 52 2 2 2

( , , )
3

( ) ( ) ( )S

P x y z y y
ds

x x y y z z


 

      
  

 52 2 2 2

( , , )
15

( ) ( ) ( )S

P x y z y y
ds

x x y y z z


 

      
  

 52 2 2 2

( , , )
18

( ) ( ) ( )S

P x y z y y
ds

x x y y z z


 

      
  

 
 

1
2 2 2 2

2 3
2 2 2 2

( , , ) ( ) ( ) ( )18

( (( , , ),Г))
( ) ( ) ( )S

P x y z x x y y z z
ds

d x y z
x x y y z z

      
  

         
  

2 2 2 2 2

( , , )18 18

( (( , , ),Г)) ( ) ( ) ( ) ( (( , , ),Г))S

P x y z B
ds

d x y z x x y y z z d x y z
   

              

       2

2 5!!
1 ln ( , , ),Г 1 ln ( , , ),Г .

( (( , , ),Г))

B
d x y z d x y z

d x y z

        
  

 

Аналогичным образом можно доказать, что 

     
31 2

2 1 !!( , , )
1 ln ( , , ),Г

(( , , ),Г)

Bx y z
d x y z

x y z d x y z



  

         
       

, 1, 2, ...   (19) 

Заметим, что при  ( , , ),Г 1d x y z     указанную оценку можно уточнить. 

Оценим интеграл  

 

**

( 2) ( 2)
2 2 2 2 2

( , , )

(( , , ),Г)( ) ( ) ( )

NN

S S

A BP x y z A
ds ds

d x y zx x y y z z
  

        
   

( 2)
2

.

(( , , ),Г)

B

d x y z


  
 

Аналогичным образом рассматривая общие виды интегралов, входящих 
в (9) и (15), получим следующую оценку: 
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 
 

31 2 ( 2)
2

2 1 !!( , , )

(( , , ),Г)

Bx y z

x y z
d x y z



   

      
       

,  ( , , ),Г 1,d x y z     1, 2, ...   (20) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Теорема 1. Пусть функции 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , )f x y z f x y z f x y z  являются ку-

сочно-постоянными. Тогда вектор-функция 

 1 2 3( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )F x y z f x y z f x y z f x y z               , 

определяемая равенством (3), имеет счетное множество частных произ-
водных, для которых выполняются неравенства 

31 2

| | ( , , )if x y z

x y z



 
  


    


 

 
   

 

 
( 2)

2

, 0,

(2 | | 1)!! 1 ln ( , , ),Г
, (( , , ),Г) 1, | | 1,

(( , , ),Г)

(2 | | 1)!!
, (( , , ),Г) 1, | | 1,

(( , , ),Г)

M

M d x y z
d x y z

d x y z

M
d x y z

d x y z







  

            

  


        
   

  (21) 

где 1, 2, 3,i    ( , , ),Гd x y z    – расстояние точки ( , , )x y z    до границы Г  об-

ласти D , 1 2 3( , , )     , 1 2 3| |       , constM  . 

При построении оптимальных методов аппроксимации лапласовых по-
лей понадобится следующее утверждение, справедливость которого следует из 
теоремы А. М. Ляпунова о производных потенциала простого слоя [2, с. 86]. 

Теорема 2. Пусть функции ( , , )if x y z , ( , , )in x y z , 1, 2, 3i  , ( , , )x y z S  

удовлетворяют условию Гельдера с показателем α  ( 0 α 1  ) по каждой пе-

ременной , ,x y z . Тогда функции ( , , ), ( , , ) , 1, 2, 3if x y z x y z D i         принад-

лежат классу функций Гельдера с показателем α  ( 0 α 1  ). 

2 Оптимальные по точности методы аппроксимации  

функций из множества α,0,1( , ), [ 1,1]lB M     

Вначале построим оптимальный метод аппроксимации функций из 

множества α,0,1( , )B M  в предположении, что [ 1,1]l   , 2, 3, ...,l   а затем 

укажем на способ распространения этого алгоритма на трехмерные области 
D , ограниченные гладкими поверхностями S . 

Для построения оптимального метода аппроксимации функций из клас-
са α,0,1( , )B M  вычислим значения поперечников Бабенко и Колмогорова 
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для этого класса и построим локальные сплайны, точность которых совпадает 
с величиной поперечников. 

Обозначим через 0  множество точек t 1( ( , ..., ))lt t t , расстояние от 

которых до границы Г    области   удовлетворяет неравенству 
1

0 ( ,Г)
2N

d t  . Через , 1, 2, ...,k k N   обозначим множество точек 

t , расстояние от которых до границы Г  области   удовлетворяет нера-
венству 

12 2
( ,Г) , 1, 2, ...,

2 2

k k

N N
d t k N


   . 

Каждую из областей , 0,1,..., 1k k N    покроем более мелкими куба-

ми 
1,..., l

k
i i  с гранями, параллельными координатным плоскостям, и с ребрами, 

равными 

1

0
1 2 2

, , 1, 2, ...,
2 2

k k

kN N
h h k N

   . 

То обстоятельство, что среди кубов 
1,..., l

k
i i  могут при каждом k  встре-

титься параллелепипеды, у которых длина одного или нескольких ребер 
меньше или равна ,kh  не влияет на общность рассуждений. 

Ниже мы построим два вида локальных сплайнов. Сначала построим 

локальный сплайн, который может иметь разрывы на гранях кубов 
1,..., l

k
i i . 

Этот сплайн более удобен при реализации и имеет такую же точность, что и 
непрерывный сплайн. 

Необходимость в построении непрерывного сплайна вызвана двумя об-
стоятельствами: во-первых, во многих задачах гравиразведки проводится 
тренд по всей области; во-вторых, для вычисления поперечника Колмогорова 
необходима аппроксимация непрерывными множествами. 

Вначале остановимся на построении необязательно непрерывного 
сплайна. 

При построении необязательно непрерывного локального сплайна, 
предназначенного для аппроксимации функций из множества α,0,1( , )B M , 

достаточно ограничиться описанным выше покрытием области   кубами 

1,..., l

k
i i , 0,1, ..., 1.k N    

Обозначим через 
1

,..., ,...,( , )
k k l

k
s s i iL f   интерполяционный полином Ла-

гранжа по l  переменным, использующий при своем построении ks  узлов по-

линома Чебышева первого рода по каждой переменной. Здесь 

 1

0 1, ( ) ln ) 1, 1, 2, ..., .l N
ks M s MN N k N k N

 
           
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Сплайн, составленный из полиномов 
1

,..., ,...,( , )
k k l

k
s s i iL f  , 

0, 1, ...,k N , обозначим через ( )LNf t . Можно показать, что, как и в слу-

чае построенного ниже непрерывного сплайна ( )Nf t , 

α
( ) ( ) .

2
LN N

B
f t f t   

При построении непрерывного локального сплайна, аппроксимирую-
щего α,0,1( ) ( , )f t B M  , нужно произвести покрытие области   следующим 

образом. В области N  размещается куб N . В области 1N  размещаются 

кубы 
1

1
,..., l

N
i i
 , грани которых параллельны координатным плоскостям, а дли-

ны ребер равны kh . При этом вершины куба N  входят в множества вершин 

кубов 
1

1
,..., l

N
i i
 . После покрытия области 1N  кубами 

1

1
,..., l

N
i i
  проводится по-

крытие области 2N  кубами 
1

2
,..., l

N
i i
 . При этом в число вершин кубов 

1

2
,..., l

N
i i
  

входят вершины кубов 
1

1
,..., l

N
i i
 , лежащие на гранях, общих с 2N . Этот про-

цесс продолжается до тех пор, пока все области ,k  1, 2, ...,1, 0k N N     

не окажутся покрытыми кубами 
1,..., l

k
i i . То обстоятельство, что при этом при 

каждом значении k  в каждой области k  может оказаться конечное число 
параллелепипедов с гранями, параллельными координатным осям, у которых 
длина одного или нескольких ребер меньше kh , не влияет на общность рас-

суждений. 
Построим интерполяционные полиномы таким образом, чтобы в число 

узлов интерполяции входили концы сегментов. 

Полином ( , [ , ])sP f a b , интерполирующий функцию α,0,1( ) ( , )f t B M   

на сегменте [ , ],a b  строится следующим образом. 

Обозначим через ξ , 1, 2, ...,k k s  узлы полинома Чебышева первого ро-

да степени s . Отобразим сегмент 1[ξ ,ξ ] [ 1,1]s    на сегмент [ , ]a b  таким обра-

зом, чтобы точки 1ξ  и ξs  перешли в точки a  и b  соответственно. Образы то-

чек 1ξ , ..., ξs  на сегменте [ , ]a b  обозначим через 1ξ , ..., ξs  . Интерполяционный 

полином, построенный по узлам 1ξ , ..., ξs  , обозначим через ( , [ , ])sP f a b . 

Через , ..., 1 1( , [ , ; ...; , ])s s l lP f a b a b  обозначим интерполяционный поли-

ном, который определяется формулой 

 11
, ..., 1 1 1 1 1 1( ,[ , ; ...; , ]) ... ,[ , ] ,[ , ] , ... , [ , ]l lt tt

s s l l s s s l l l lP f a b a b P P P f a b a b a b  
         

,  

где полином ( , [ , ])sP f a b  определен выше, а верхний индекс в выражении 

( , [ , ])it
s i iP f a b  определяет переменную, по которой проводится интерполяция. 
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Непрерывный локальный сплайн строится следующим образом. В кубе 
N  функция ( )f t  аппроксимируется интерполяционным полиномом 

, ..., ( , )N
s sP f  . В каждом из кубов 

1

1
, ..., l

N
i i
  функция ( )f t  аппроксимирует-

ся интерполяционным полиномом 
1

1
, ..., , ...,( , )

l

N
s s i iP f  , который во всех уз-

лах интерполяции, за исключением расположенных на гранях куба N , 

принимает значения , ..., ( , )N
s sP f  . Построив интерполяционные полиномы 

1

1
, ..., , ...,( , )

l

N
s s i iP f  , аналогичным образом строим интерполяционные поли-

номы 
1

, ..., , ...,( , )
l

k
s s i iP f  , 2, 3, ...,1, 0k N N   . Сплайн, составленный из 

полиномов 
1

, ..., , ...,( , )
l

k
s s i iP f  , 0,1, ...,k N , обозначим через ( )Nf t . 

Оценим погрешность аппроксимации. Положим  2σ( ) 1s N MN  , где 

 1
σ( ) lnl NN N . Очевидно, 

 0
,...,1

αα
0

( ) α α α

λ 1 1
( ) ( )

2 2i il

s
N C N N

h M
f t f t B B B

s s
     
 

,  (22) 

где λs  – константа Лебега. 

При 1, 2, ...,k N  получим 

,...,1
( )

2 2
( ) ( ) 1 ln λ

2 2
k
i il

NN N N N k
lk

N sC N k N

M N h
f t f t B

s

  
           

 

 
12 2 2

( ) ln
2 2

N NN N k k N
l

N N k

M N
B N k N

s

           
   

 

 
 

  α
( ) ln .

2ln

N N
l

l NN N

M N B
B N k N

N M N
    (23) 

Из (22) и (23) следует, что  

 
α

( ) ( )
2

N N

B
f t f t  .  (24) 

Оценим число узлов, используемых при построении локального сплайна 

( )Nf t . Прежде всего оценим число m  кубов 
1,..., l

k
i i , 0,1, ..., 1k N  . Очевидно 

1 11 1

1
0 0

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 (2 1)

l lN Nk N N k

k N k N k
k k

m

  
  
    

 

       
          

   
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1
( 1) ( 1) ( 1)

0

2 2 2 .
N

N l k l N l

k

N


     
 


  

Так как в каждом кубе используется ls  узлов сплайна ( )Nf t , то 

( 1) ( 1) α ( 1)2 2 2 (ln ) 2
l lN l l N l l l l l N lN Nn s N N N N     

   , 

и, следовательно, 

 
1

( 1) ( 1)
2 2 2log log log .

l
l lN n n  

    (25) 

Из (24) и (25) имеем 

 
( ) α

( 1)

( ) ( ) .N C
l

B
f t f t

n



    (26) 

При α 1  оценка (26) имеет вид 

 
( ) 1

( 1)

( ) ( ) .N C
l

B
f t f t

n



    (27) 

Заметим, что класс функций 1,1( , )B M  вложен в класс функций 

1,0,1( , )B M . Для класса функций 1,1( , )B M  в [3] известна оценка снизу по-

перечников Бабенко 

1
( 1)

1,1( ( , )) l
n B M Bn


   . 

Следовательно, 

 
1

( 1)
1,0,1( ( , )) l

n B M Bn


   .  (28) 

Из (27), (28) и известного [4] соотношения δ ( ) 2 ( , )n nX d X C  прихо-

дим к равенству 

1
( 1)

1,0,1 1,0,1δ ( ( , )) ( ( , ), ) l
n nB M d B M C n


  
   . 

Таким образом, описанный выше метод оптимален по порядку при 
α 1 . 

Замечание 1. Можно показать, что метод оптимален по порядку при 
0 α 1  . 

Замечание 2. При использовании равномерной сетки имеем погреш-

ность порядка 
α

ln


.  
Опишем способ построения локального сплайна в областях, ограничен-

ных поверхностями Ляпунова. Для определенности рассмотрим выпуклую 
область, ограниченную гладкой поверхностью S . Обозначим через R  радиус 
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наибольшей сферы, которую можно вписать в поверхность S . Пусть 

0 0 0( , , )x y z  – центр этой сферы. Обозначим через N  натуральное число. За-

ключим тело D  в параллелепипед G . Покроем параллелепипед G  кубами с 

ребрами, равными 
2

R
. Назовем N-отмеченными те кубы, расстояние от кото-

рых до границы S  области D  удовлетворяет неравенствам ( , )
2

R
d t S R  . 

Обозначим эти кубы через N
i . Объединение этих кубов составляет первый 

этап замощения. Покроем параллелепипед G  кубами с ребрами, равными 
1

4
R . Назовем ( 1)N  -отмеченными те кубы, которые не входят в первый 

этап замощения и расстояние от которых до границы S  удовлетворяет нера-

венствам ( , )
4 2

R R
d t S  . Аналогичным образом область D  покрываем куба-

ми с ребрами, равными , ...,
8 2N

R R
. Кубы, которые вошли в покрытие, назовем 

( 2, 3, ..., 0)N N  -покрытиями области D . Область, являющуюся объедине-

нием (0,1, ..., )N -отмеченных кубов, обозначим через *D . В каждом из отме-

ченных кубов , 0,1, ...,k
i k N   функцию ( )f t  аппроксимируем интерполя-

ционным полиномом , ..., ( , )k
s s iP f  . 

Замечание 3. При построении интерполяционных полиномов 

, ..., ( , )k
s s iP f   в узлах, расположенных вне области D , значения функции 

( )f t  полагаются равными ее значениям в ближайших узлах, расположенных 

в области D . Если таких узлов несколько, то выбирается или значение в од-
ном из них, или среднее значение. 

Сплайн, составленный из полиномов , ..., ( , )k
s s iP f  , 0,1, ...,k N , обо-

значим через ( )Nf t . Очевидно, этот сплайн не является непрерывным. Его 

погрешность на классе функций α,0,1( , )B D M  равна 
α2N

B
. 
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УДК 518.5 
И. В. Бойков 

ПОПЕРЕЧНИКИ НЕКОТОРЫХ МНОЖЕСТВ  
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Аннотация. Вычислены поперечники Бабенко и Колмогорова функциональ-

ных множеств , ( , )u
rQ M   и , ( , ),u

rQ M   где = [ 1,1] ,l   =1, 2, ...,l  r  и u  – 

натуральные числа,   – действительное неотрицательное число. Построены 

локальные сплайны, которые являются оптимальным методом аппроксимации 

функциональных множеств , ( , )u
rQ M   и , ( , ).u

rQ M   

Ключевые слова: аппроксимация, локальные сплайны, поперечники Бабенко и 
Колмогорова. 
 
Abstract. Evaluated Babenko and Kolmogorov widths of functional sets 

, ( , )u
rQ M   and , ( , ),u

rQ M   where = [ 1,1] ,l   =1, 2, ...,l  r  and u  are natural 

numbers,   is a real nonnegative number. Constructed local splines which are the 

optimal in order methods for approximation of functional classes , ( , )u
rQ M   and 

, ( , ).u
rQ M   

Keywords: approximation, local splines, Babenko and Kolmogorov widths. 

Введение 

Класс функций ( , )rQ M  был введен К. И. Бабенко, и им же была 

сформулирована задача вычисления поперечников Бабенко и Колмогорова на 
этом классе функций [1]. Эта задача была решена автором [2]. Им же были 
введены классы функций , ( , ),rQ M   , , ( , ),r pQ M   , ( , )rB M   и вычислены 

поперечники Бабенко и Колмогорова на этих классах функций [3, 4].  
В работах [2–4] были также построены локальные сплайны вычисления 
функций из классов ,rQ  , ,rQ   , .rB   Показано, что эти сплайны являются 

наилучшим по порядку по точности методом приближения функций из 
классов ,rQ  , ,rQ   , .rB   

Интерес к наилучшей аппроксимации классов функций ,rQ , ,rQ  ,rB   

объясняется тем, что решения многих видов уравнений (эллиптических 
уравнений, слабосингулярных интегральных уравнений, сингулярных 
интегральных уравнений) принадлежат этим классам функций. 

В данной работе результаты [3, 4] распространяются на более широкие 

классы функций   классы функций , ( , ),u
rQ M   , ( , ),u

rQ M   = [ 1,1] ,l   

= 1, 2, ...l  Для этих классов функций вычислены поперечники Бабенко и 

Колмогорова и построены локальные сплайны. 
Напомним определения поперечников Бабенко и Колмогорова. 
Пусть B  – банахово пространство, X B  – компакт, : X X   –

представление компакта X B  конечномерным пространством .X  
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Определение 1 [1]. Пусть nL  – множество n -мерных линейных 
подпространств пространства .B  Выражение  

( , ) = inf sup inf ,
n nn

L u Lx X
d X B x u


  

где последний inf  берется по всем подпространствам nL  размерности ,n  
определяет n -поперечник Колмогорова. 

Определение 2 [1]. Пусть   – множество всех n -мерных линейных 

подпространств пространства B , Map( , )X   – совокупность всех 

непрерывных отображений вида : ,X X   где .X   Выражение  

(

( , ) = sup ( ) ,inf
, )

n
n x XL

d X B x x


 


 

где inf  берется по всевозможным парам ( , ),nL   состоящим из n -мерного 

линейного пространства nL B  и непрерывного отображения : ,nX L   
определяет линейный n -поперечник Колмогорова. 

Определение 3 [1]. Пусть .nR  Выражение  

1

( :

( ) = diam ( ),supinf
)

n
n x XX R

X x

 
    

где inf берется по всем непрерывным отображениям : ,nX R   определяет 
n -поперечник Бабенко. 

Приведем определения классов ,rQ  , ,rQ   , ,u
rQ   , .u

rQ   

В работе К. И. Бабенко [1] введен класс функций ( , ).rQ М  

Определение 4. Пусть = [ 1,1] , = 1, 2, ...l l   Функция 1( , ..., )lx x  

принадлежит классу ( , ),rQ M  если выполнены условия  

| | 1
1 1( , ..., )/ ...max

vvv l
l l

x
x x x x M


      

при 0 | | ;v r   

| | | |1
1 1( , ..., )/ ... /( ( , ))

vvv v rl
l lx x x x M d x       , \ ,x   

при <| | 2 1,r v r   где 1= ( , ..., ),lx x x  1= ( , ..., ),lv v v  1| |= ... ,lv v v   ( , )d x   – 

расстояние от точки x  до границы   области ,  вычисляемое по формуле 

1
( , ) = min min (| 1 |, |1 |).i i

i l
d x x x

 
     

Приводимые ниже классы функций являются обобщениями ( , ).rQ M  

Определение 5 [3]. Пусть = [ 1,1] ,l   = 1, 2, ...l  Функция 1( , ..., )lx x  

принадлежит классу , ( , ),rQ M   если выполнены условия  
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| | 1
1( )/ ...max

vvv l
l

x
x x x M


      

при 0 | | ;v r   

 | || | 1
1( )/ ... / ( , )

vv v rv l
lx x x M d x        , \ ,x   

при <| | ,r v s  где = [ ] 1, = [ ] , 0 < < 1, = 1s r            при   нецелом, 
=s r    при   целом. 

Определение 6. Пусть = [ 1,1] ,l   = 1, 2, ...l ,   и u  – 

неотрицательные целые числа. Множество ( , )u
rQ M   состоит из функций 

1 2( , , ..., )lf t t t , удовлетворяющих условиям  

| | 1
1( )/ ... , 0 | | 1;max

vvv l
l

t
t t t M v r


         

 | | 1
1( )/ ... 1 | ( , ) | , \ , | |= ;ln

vvv ul
lt t t M d t t v r          

   | || | 11
1( )/ ... 1 | ( , ) | / ( , ) , \ , <| | ,ln

vv v rv ul
lt t t M d t d t t r v s            

где = .s r    

Наряду с классом функций , ( , )
u
rQ M   введем класс функций 

, ( , ).u
rQ M   

Определение 7. Пусть = [ 1,1] ,l   = 1, 2, ...l , u  – натуральное число, 

  – нецелое число. Класс , ( , )u
rQ M   состоит из функций, удовлетворяющих 

следующим условиям: 

| | 1
1( )/ ... , 0 | | ,max

vvv l
l

t
t t t M v r


        

 
 | | 1

1 | |
( )/ ... 1 | ( , ) | , <| | ,ln

( , )

vvv ul
l v r

M
t t t d t r v s

d t         


 

где = [ ] , = [ ] , 0 < < 1, = 1 .s r             

Через    
0

( )
, [ , ],

!

kr k

r
k

f c
T f a b c t c

k
   обозначим отрезок ряда Тейлора 

функции ( )f t , определенный в области [ , ]a b  по степеням ( )t c , [ , ]c a b . 

1 Поперечники функциональных множеств , ,u
rQ   , ,u

rQ   = [ 1,1]l   

Теорема 1. Пусть = [ 1,1]l  , , ,r u   – положительные целые числа, 
= .s r    Справедлива оценка 
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, ,( ( , )) ( ( , ), ) .u u s
n r n rQ M d Q M C n  

       

Доказательство. Вначале оценим снизу величину ,( ( , )).u
n rQ M    

С этой целью заметим, что класс функций , ( , )rQ M   вложен в класс 

функций , ( , ).u
rQ M   Для класса функций , ( , )rQ M   известна [3, 4] оценка 

снизу поперечника Бабенко:  

,( ( , )) .s
n rQ M An    

Следовательно,  

 , ,( ( , )) ( ( , )) .u s
n r n rQ M Q M An         (1) 

Оценка снизу получена. 
Построим локальные сплайны, аппроксимирующие функции из класса 

, ( , )u
rQ M   с точностью ( ).sO n  

В отдельности опишем построение в случае =1u  и 2.u   
Пусть = 1.u  Разделим сегмент [ 1,1]  на 2N  частей точками 

= 1 ( / ) ,v
kt k N   = 1 ( / ) ,v

k k N   = 0,1, ..., ,k N  = /( ).v s s    Введем обозна-

чения: 1
1= [ , ],k k kt t   2

1= [ , ],k k k    = 0,1, ..., 1.k N   

Сегменты 1
0 ,  2

0  разделим на более мелкие сегменты 
1
0, 0, 0, 1= [ , ],j j jt t   2

0, 0, 1 0,= [ , ],j j j    0= 0,1, ..., 1,j M   где 

0, 0 1 0 0= ( ) / ,jt t t t j M   0, 0 0 1 0= ( ) / ,j j M       0= 0,1, ..., ,j M  0 = [ln ].M N  

Построим интерполяционные полиномы таким образом, чтобы в число 

узлов интерполяции входили концы сегментов 0, ,i
j  = 1, 2,i  

0= 0,1, ..., 1,j M   ,i
k  = 1, 2,i  = 0,1, ..., 1.k N   

Полином ( ,[ , ]),sP f a b  интерполирующий функцию ,( ) ( , )u
rf t Q M   

на сегменте [ , ],a b  строится следующим образом. 

Обозначим через ,k  = 1, 2, ...,k s  узлы полинома Чебышева первого 

рода степени .s  Отобразим сегмент 1[ , ] [ 1,1]s     на сегмент [ , ]a b  таким 

образом, чтобы точки 1  и s  перешли в точки a  и b  соответственно. 

Образы точек 1, ..., s   на сегменте [ , ]a b  обозначим через 1, ..., .s    

Интерполяционный полином, построенный по узлам 1, ..., s   , 

обозначим через ( ,[ , ]).sP f a b  

На сегментах 0, ,i
j  = 1, 2,i  0= 0,1, ..., 1,j M   ,i

k  = 1, 2,i  

= 0,1, ..., 1k N  , функция ,( ) ( , )u
rf t Q M   аппроксимируется интерполя-

ционными полиномами 0,( , ),i
s jP f   ( , ),i

s kP f   = 1, 2,i  0= 0,1, ..., 1,j M   

= 0,1, ..., 1k N  . Сплайн, составленный из этих полиномов, обозначим через 

( ).Nf t  
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Можно показать, что  

([ 1,1])
( ) ( ) .s

N C
f t f t An   

Отсюда следует, что  

 1
,( ( , ), ) .s

n rd Q M C An     (2) 

Используя неравенство [5] ( , ) 2 ( , )n nX C d X C   и оценки (1) и (2), 
завершаем доказательство теоремы при = 1.u  

Разделим сегмент [ 1,1]  на 2N  частей точками = 1 ,
v

k
k

t
N

    
 

 

= 1 ,
v

k
k

N
    
 

 = 0,1, ..., ,k N  = /( ).v s s    Обозначим через 1
k  и 2

k  

сегменты 1
1= [ , ]k k kt t   и 2

1= [ , ],k k k    = 0,1, ..., 1k N  . Введем числа 
/

0 = [ ]lnu rM N  и ( 1)/= [ ( / )],ln u s
kM N k  = 1, 2, ..., .k N  В случае, если 

( 1)/ ( / ) 1,ln u s N k   полагаем =1.kM  Каждый из сегментов 1
k  и 2

k  разделим 

на kM  равных частей, = 0,1, ..., 1k N  . Сегменты, полученные в результате 

деления, обозначим через , ,i
k j  = 1, 2,i  = 0,1, ..., 1k N  , = 0,1, ..., 1.j k   

В каждом сегменте ,
i
k j  функцию ( )f t  будем приближать 

интерполяционным полиномом ,( , ),i
s k jP f   = 1, 2,i  = 0,1, ..., 1k N  , 

= 0,1, ..., 1.kj M   Сплайн, составленный из полиномов ,( , ),i
s k jP f   = 1, 2,i  

= 0,1, ..., 1k N  , = 0,1, ..., 1,kj M   обозначим через ( ).Nf t  

Оценим точность аппроксимации функции ( )f t  сплайном ( ).Nf t  

Пусть 0 ,it  = 1, 2.i  Очевидно,  

 1
1 1 0,0( 0,0

( ) ( ) , ,)N s sC
f t f t AE f     

где 1
0,0 0,0 0,1= [ , ],t t  ( , [ , ])sE f a b  – наилучшее приближение функции ( )f t  на 

сегменте [ , ]a b  полиномом s -го порядка, s  – константа Лебега. 

Используя отрезок ряда Тейлора 1
1 0,0( , , 1),rT f    покажем, что  

1 1
1 0,0 1 0,0

( 0,0
( , ) ( ) ( , , 1)

)s r
C

E f f t T f  
       

( ) 1

1
10,0

1
( )( )max

( 1)!

t
r r

t

f t d
r



 

     
   

1

1
10,0

(1 | (1 ) |)( )max ln
( 1)!

t
ru

t

M
t d

r


 

       
   
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00 00
0 0

1 1
( | |)ln ln

r
r u u

v v
B h h B

N M N M

   
        

   
 

1 1
( ln ) = ,ln ln

ln

u u
s su

B N N B
N N N

   

где 00 0 0= / ,h h M  0 1 0= .h t t  

Здесь и всюду ниже через B  обозначаются константы, независящие от 
N  и от функции ( ).f t  

Аналогичным образом оцениваются значения 1
1 0,( , ),r jE f   

0=1, 2, ..., 1j M   и 2
1 0,( , ),r jE f   0=1, 2, ..., 1j M  . 

Так как константа Лебега ln ,s B s   то окончательно имеем 

( 0
( ) ( ) ,)

s
iN C

f t f t BN 
   = 1,2.i  

Оценим 
( ,

( ) ( ) ,)iN C k j
f t f t   = 1, 2,i  = 1, 2, ..., 1,k N   = 0,1, ..., 1.j k   

Очевидно,  

1( ,1
( ) ( ) )N C k

f t f t    

,1 ,0 1 1
1

( )
1 1ln ln

2 !

ss v v v
k k ku u

s
k

B t t hN N N N
B

k k M k ks

  
 



                                 
 

1
( 1)/

1 1
1 ln

ln

s

v v
u

u s

k k N N
B

N N k kN

k






 
                                     

 

( 1)( )
.

v s v

s s

k B
B

N N

      

Аналогичным образом оцениваются нормы  

1( ,
( ) ( ) , = 1, 2, ..., 1, = 1, 2, ..., 1,)N C k j

f t f t k N j k    

2( ,
( ) ( ) , = 1, 2, ..., 1, = 0,1, ..., 1.)N C k j

f t f t k N j k    

Собирая полученные выше оценки, имеем  

([ 1,1])
( ) ( ) .s

N C
f t f t BN

   

Оценим число узлов, используемых при построении локального 
сплайна. 
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Для этого оценим число сегментов , ,i
k j  = 1, 2,i  = 0,1, ..., 1,k N   

= 0,1, ..., 1.j k   

Очевидно, в случае, когда 1 ,u s   

11 1 1

=0 =1 =1

= 2 2 ln ln 2 ln ln =

uu uN N N
sr r

k
k k k

N N
m M N N

k k

     
      
   

  
    

11

=2 2

= 2 ln ( 1)ln ln 2 ln ( 1) ln ln
u u NN
r r

k

N N N k N N N xdx
   

          
   
   

   

2 ln ( 1) ln ( 1) ln( 1) =
u

r N N N N N N
 
       
 
 

 

1

= 2 ln ln = .
1

u N
r N

N N BN
N

        
 

Рассмотрим общий случай. Пусть = [( 1)/ ] 1.q u s   Тогда 

11 1 1

=0 =1 =1

= 2 2 ln ln =ln

uuN N N
qsr

k
k k k

N N
m M N B N

k k

     
      

     
    

11

=2 1 1/

= =ln ln ln

NN
q q q

k N

N x
B N B N dx B N N t dt BN

k N

     
        

          
   . 

Следовательно, общее число узлов, используемых при построении 
локального сплайна ( )Nf t , равно = = .n sm BN  

Отсюда следует, что  

([ 1,1])
( ) ( ) .s

N C
f t f t BN

   

Следовательно,  

 ,( ( , ), ) .u s
n rd Q M C An     (3) 

Используя неравенство ( ) 2 ( , )n nX d X C   и оценки (1), (3), завершаем 

доказательство теоремы в общем случае. 
Аналогичным образом доказывается следующее утверждение. 
Теорема 2. Пусть = [ 1,1],   ,r u  – положительные целые числа,   – 

положительное рациональное число, = [ ] 1.s r     Справедлива оценка  

, ,( ( , )) ( ( , ), ) .u u s
n r n rQ M d Q M C n  

       
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2 Поперечники множества функций , ( , ),u
rQ M   = [ 1,1] ,l   = 2, 3, ...l  

Теорема 3. Пусть = [ 1,1] ,l   = 2, 3, ...l , = 1, 2, ...,u  = /( ).v s s    Спра-
ведливы оценки  

/

/, ,

, < /( 1),

( ( , )) ( ( , ), ) ln
, = /( 1), , ( 1) .

s l

u u s ln r n r

n v l l

Q M d Q M C n
v l l r ul s u l

n



 
   

 


         
 

 

Доказательство. Вначале найдем оценку снизу поперечника Бабенко 

,( ( , )).u
n rQ M   Для этого заметим, что множество функций , ( , )rQ M   

вложено в , ( , ).u
rQ M   Известно [3, 4], что  

/

/,

, < /( 1),

( ( , )) ln
, = /( 1).

s l

s ln r

n v l l

Q M n
v l l

n





 


      
 

 

Следовательно,  

/

/, ,

, < /( 1),

( ( , )) ( ( , )) ln
, = /( 1).

s l

u s ln r n r

n v l l

Q M Q M A n
v l l

n



 

 


         
 

 

Оценка снизу получена. 
Приступим к построению непрерывных локальных сплайнов, 

аппроксимирующих функции ,( ) ( , ),u
rf t Q M   1= ( , ..., ).lt t t  

Вначале рассмотрим случай, когда < /( 1).v l l   

Обозначим через k  множество точек 1= ( , ..., )lt t t  таких, что 
расстояние от t  до границы   области   удовлетворяет неравенству  

1
( , ) , = 0,1, ..., 1, = /( ).

v vk k
d t k N v s s

N N

           
   

 

Здесь 
1

( , ) = min min(| 1|,| 1|).i i
i l

d t t t
 

    

Каждую область k  покроем кубами и параллелепипедами 
1, ...,i l

k
i   

с гранями, параллельными координатным плоскостям, и с ребрами, длины 

которых равны 
1

= ,
v v

k
k k

h
N N

      
   

 = 0,1, ..., 1.k N   При этом в число 

вершин кубов (или параллелепипедов) 
1

1
, ...,i l

k
i

  входят вершины кубов (или 

параллелепипедов) 
1

, = 0,1, ..., 1., ...,i l

k k Ni   
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То обстоятельство, что среди кубов 
1, ...,i l

k
i  при каждом значении k  

могут находиться параллелепипеды, у которых длина одного или нескольких 
ребер меньше kh , не влияет на общность рассуждений. Введем числа 

/
0 = 1 (ln ) ,u rM N     

( 1)/

= 1 ln .
u s

k
N

M
k

     
   

 Каждый из квадратов 
1, ...,i l

k
i  

покроем l
kM  квадратами, которые обозначим через 

1 1
,, ..., ; , ...,i l l

k
i j j  

= 0,1, ..., 1.k N   

Обозначим через , ..., 1 1( , [ , ; ...; , ])s s l lP f a b a b  интерполяционный 

полином, который определяется формулой  

1 2
, , 1 1 1 1 1 1( , [ , ; ...; , ]) = [ [...[ [ , [ , ]], [ , ]], ..., [ , ]],

tt t l
s s l l s s s l l l lP f a b a b P P P f a b a b a b   

где полином ( , [ , ])sP f a b  определен в предыдущем параграфе, а верхний 

индекс в выражении ( , [ , ])
ti
s i iP f a b  определяет переменную, по которой 

проводится интерполяция. 

Построение сплайна начнем с куба 1.N  В этом кубе функцию ( )f t  

приближаем интерполяционным полиномом 1
, ..., ( , ).N

s sP f   Построив этот 

полином, переходим к приближению функции ( )f t  в кубах и 

параллелепипедах 
1 1

2 ., ..., , , ...,i l l

N
i j j

  В каждом из кубов (и параллелепипедов) 

1 1

2
, ..., , , ...,i l l

N
i j j

  функция ( )f t  аппроксимируется интерполяционным 

полиномом , ...,
1 2 1

2, ,, ..., , , ...,s s i l

NP f i j j
   
 

 который строится следующим 

образом. В узлах интерполяционного полинома , ...,
1 1

2, ,, ..., , , ...,s s i l l

NP f i j j
   
 

 

не расположенных на гранях куба 1,N  берутся значения функции ( ),f t   

а в узлах, расположенных на соответствующих гранях куба 1,N  берутся 

значения полинома 1
, ..., ( , ).N

s sP f   Сначала строятся интерполяционные 

полиномы , ...,
1 1

2, , ..., , , ...,s s i l l

NP f i j j
   
 

 в области 2 ,N  аналогичным 

образом строятся интерполяционные полиномы в области 3N  и 

последовательно во всех областях до 0  включительно. 
Сплайн, составленный из полиномов 

, ...,
1

, , = 0,1, ..., 1, ..., ; , ...s s i l i l

kP f k Ni j j
   
 

, 

обозначим через 1( , , ).N lf t t  
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После проведения громоздких вычислений можно показать, что 

( )|| ( ) ( ) || s
N Cf t f t AN

   

и что число узлов ,n  используемых при построении сплайна ( )Nf t , равно 

.ln N
  

Из непрерывности локального сплайна ( )Nf t  и двух последних оценок 
следует, что  

/
,( ( , ), )

u s l
n rd Q M C An   . 

Из этого неравенства, неравенства ( , ) 2 ( , )n nX C d X C   и оценки снизу 
поперечника Бабенко следует справедливость теоремы при /( 1).v l l   

Аналогичным образом исследуется случай, когда /( 1).v l l   
Теорема доказана. 
Рассмотрим случай, когда = 1, = /( ), > /( 1).u v s s v l l    
В этом случае справедливо утверждение, которое приведем без 

доказательства. 

Теорема 4. Пусть = [ 1,1] ,l   = 2, 3, ...,l  = 1,u  = /( ),v s s    
> /( 1).v l l   Справедлива оценка 

 
1 1

, , ( )/ 1

ln
( ( , )) ( ( , ), ) .n nr r s l

n
Q M d Q M C

n

 
    

    
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УДК 514.7  
А. И. Долгарев, Е. В. Зелева  

КРИВЫЕ 3-МЕРНОГО ГАЛИЛЕЕВА ПРОСТРАНСТВА  
С РАСТРАНОМ С 2-МЕРНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

 
Аннотация. По кривизне и кручению кривой галилеева пространства  
с растраном с 2-мерным временем получены ее параметрические уравнения. 
Приведены примеры. 

Ключевые слова: кривые 3-мерного галилеева пространства с растраном с  
2-мерным временем. 
 
Abstract. On curvature and twisted the curve Galilean space off rastran with  
2-dimenzion time come of its parameter equation. To bring example.  

Keywords: Curved 3-dimensional Galilean space rastranom with the 2-dimensional 
time. 

 
Одулярные пространства введены Л. В. Сабининым в 1977 г. [1]. Про-

странства с одулями Ли в аксиоматике Г. Вейля называются ВО-пространст-
вами, изучаются в [2]. Имеется несколько видов 3-мерных растранов [2, 3], 
один из них определен в [3], это W-растран, на котором введена галилеева 
норма с 2-мерным временем. Операции, задающие растран на действитель-

ном многообразии 3R , могут быть различны. В зависимости от выбранных 

операций на 3R  может получиться одна и та же алгебраическая структура, но 
определенные по разному операции выделяют ее различные свойства, позво-
ляя получить различные геометрии с этой структурой. На основании свойств 
W-растрана из [3] ниже устанавливается, что W-растран является и  
V-растраном, т.е. является прямой суммой 2-мерного растрана и 1-мерного 
евклидова векторного пространства. Операции, определяющие W-растран, 
сообщают ему новые качественные свойства, приводящие к своеобразной 
галилеевой геометрии с 2-мерным временем. Изучение пространства  
с W-растраном начато в [3]. Ниже рассматриваются регулярные кривые гали-
леева пространства с W-растраном, определена их кривизна. Кручение кри-
вых оказалось равным нулю. Скалярная функция кривизны является нату-
ральным уравнением кривой – получено параметрическое задание кривой по 
функции ее кривизны. Приведены примеры нахождения векторного описания 
кривых по скалярной функции кривизны. 

1 Пространство с W-растраном размерности 3, время в котором 2-мерно 

1.1 W-растран размерности 3 с галилеевой нормой 

На многообразии 3R  троек действительных чисел W-растран задается 
следующими операциями: 

 
1 21 2 1 2 1 1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , );y yx x x y y y x y x y xe y       (1) 

1 2

1 2

( )
1 2 1 2 1 21

( , , ) , , , 0;
1

x x t

x x

e
t x x x tx tx x x x

e





    
  
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 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ), 0,t x x x tx tx tx x x   tR ,  (2) 

см. [3]. Обозначение 3-мерного W-растрана: 3PW  – это действительный одуль 
Ли, его элементы называются растами и обозначаются строчными греческими 

буквами. Нулевым растом является (0,0,0)  ; раст 
1 21 2( , , )x xx x xe       

противоположен расту 1 2( , , )x x x  . Третья компонента результатов опера-
ций зависит от первой и второй компонент, поэтому они являются ведущими 
компонентами. Первые свойства W-растрана изучаются в [3]. 

Обозначим: 

(1,0,0)   , (0,1,0)   , (0,0,1)   . 

Всякий раст 1 2( , , )x x x   однозначно представляется в виде разложения 

1 2( , , )x x x   1 2x x x    , 

поэтому ( , , )    = Б  является базисом W-растрана, числа 1 2, ,x x x  называ-

ются координатами раста 1 2( , , )x x x   в базисе Б . Расты ,   перестановоч-

ны, порожденный ими подрастран ,    = 2L  является 2-мерным действи-
тельным линейным пространством. Расты ,   и ,   не перестановочны, они 
порождают 2-мерные растраны. Раст   порождает 1-мерный подрастран 

   = 1L , W-растран есть полупрямая сумма линейных пространств: 

3PW = 2L ┤ 1L . 

Галилеевым скалярным произведением   растов 1 2( , , )x x x   и 
1 2( , , )y y y   называется число, определяемое следующими условиями: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( )( ), если 0 или 0;

, если 0.

x x y y x x y y

xy x x y y

        
   

 

Согласно [3], галилеева норма   раста 1 2( , , )x x x   равна 

 
1 2 1 2

1 2

, если 0;

| |, если 0.

x x x x

x x x

     
  

  (3) 

Первые две компоненты 1 2,x x  раста 1 2( , , )x x x   называются времен-
ными, а третья – пространственной. Мы имеем растран с 2-мерным временем, 

его обозначение 3,2
WP . Обе временные координаты растов являются ведущи-

ми. Это означает, что время имеет воздействие на пространственную компо-

ненту события 1 2( , , )x x x . Проявляется воздействие в формулах операций над 
растами и далее в дифференцировании растов. Раст   называется евклидо-

вым, если 1 2 0x x  , среди них раст (0,0, )x  ; евклидовы расты также на-
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зываются векторами; для них используются и обозначения , ..., , ...a r
 

 Линей-

ное пространство 1   L  превращается в евклидово векторное пространст-

во 1V . Линейное пространство 2,    L  становится 2-мерным временным 
векторным пространством со скалярным произведением, однако это скаляр-
ное произведение векторов своеобразно: скалярное произведение   векто-

ров 1 2( , ,0)x x   и 1 2( , ,0)y y   равно 1 2 1 2( )( )x x y y    ; скалярный 

квадрат: 2 1 2 2( )x x   , теперь норма | |  вектора   такова: 1 2| | | |x x   . 
Раст   называется галилеевым, если хотя бы одна ведущая компонента нену-
левая. Два раста являются перпендикулярными, если один из них евклидов, а 

другой – галилеев. Обозначаем временное пространство через 2T . Существу-
ет полупрямое разложение:  

3,2 2
W P T ┤ 1V . 

Раст 1 2( , , )x x x   имеет временную составляющую 1 2( , ,0)x x   и 

пространственную, векторную, составляющую (0,0, )r x : 

1 2 1 2( , , ) ( , ,0) (0,0, )x x x x x x r        . 

В 2T  существует изотропное направление, определяемое галилеевым 
растом ( , ,0)t t   , ,| | 0     . Однако направление   не изотропно в  

W-растране 3,2
WP . 

Растранная функция ( )t  есть упорядоченная тройка 
1 2( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t x t x t   действительных функций 1 2( ), ( ), ( )x t x t x t  действи-

тельного параметра t  с общей областью определения t I R . Считаем, что 
1 2( ), ( ), ( )x t x t x t  есть функции класса 3С , растранная функция ( )t  прини-

мает значения на растране 3,2
WP , ее класс тоже 3С . Производная растранной 

функции на W-pастране, по [3], равна  

1 21 2 ( ) ( )
1 2

( )
( ) ( ), ( ), 1 ( )

( ) ( )

x t x t x t
t x t x t e x t

x t x t

                   
 для 1 2 0x x   . (4) 

В изотропном временном направлении   производная растранной 
функции находится как производная векторной функции: 

 1 2( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t x t x t     , 1 2 0x x  .  (5) 

В частности, если функции 1 2( ), ( )x t x t  принимают постоянные значе-

ния, то 

  22 2 ( )
2

( )
( ) , ( ), ( ) ) 0, ( ), 1 ( )

( )

x t x t
t C x t x t x t e x t

x t

                 
; 
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  11 1 ( )
1

( )
( ) ( ), , ( ) ) ( ),0, 1 ( )

( )

x t x t
t x t C x t x t e x t

x t

                 
; 

   , , ( ) 0,0, ( )C C x t x t  . 

В первом и втором случаях формулы дифференцирования растранных 
функций такие же, как для 2-мерных растранных функций, т.е. как для функ-
ций со значениями в однородном растране [2, с. 126]. Правила дифференци-
рования векторных функций на растранные функции не распространяются;  
в том числе производная суммы растранных функций не равна сумме произ-
водных этих функций. 

1.2 W-растран и V-растран 

В работе [3] перечислены действительные растраны размерности 3, 

приведен и V-растран 3
VP , который может быть на многообразии 3R  задан 

операциями 

1 2 1 2 1 1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )yx x x y y y x y x e y x y     ; 

1 2 1 21
( , , ) , ,

1

xt

x

e
t x x x xt x x t

e

     
, 0x  ; 1 2 1 2(0, , ) (0, , )t x x x t x t , tR ; 

причем 1 2( , , )xx x e x     . Если (1,0,0)   , (0,1,0)   , (0,0,1)   , то вся-

кий раст 1 2( , , )x x x   из 3
VP  однозначно представляется в виде разложения  

1 2( , , )x x x   1 2x x x    , 

и ( , , ) Б     является базисом V-растрана.  

В W-растране 3PW  рассмотрим раст    . Его координаты: 

( 1,1,0)   . Вычисляем коммутаторы: 

[ , ] (1, 1,0) (0,0, 1) ( 1,1,0) (0,0,1)                   ,  

[ , ]    , [ , ] ( 1)e     . 

Подгруппа , ,      группы ( 3PW , +) имеет генетический код: 

   , , , , , [ , ] , , ( 1)e                    . 

Эта подгруппа содержит раст        , следовательно, 

, ,     = 3PW  и одули Ли 3PW  и 3
VP  совпадают, как алгебраические структу-

ры. Имеет место разложение 3PW = 2P + 1L . Таким образом, различные виды 

операций на одном и том же одуле Ли выделяют различные свойства одуля 
Ли, что естественно приводит к различным геометриям с одним и тем же 
одулем Ли, построенным в одной схеме.  
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1.3 Пространство-время с W-растраном с 2-мерным временем 

Пусть   – непустое множество, элементы которого называются точ-
ками и обозначаются , , ...A B  Рассматривается отображение пар точек  

в W-растран 3,2
WP , удовлетворяющее аксиомам Г. Вейля аффинного простран-

ства, в которых линейное пространство заменено W-растраном [3], это одно 
из вейлевских одулярных пространств – ВО-пространств [2]. По размерности 

W-растрана 3,2
WP  оно считается 3-мерным, называется WЛ-пространством  

и обозначается 3
W . В работе [2, с. 136] введено ВО-пространство с однород-

ным растраном, называемое ЛМ-пространством, а также ЕМ-пространство – 
это ВО-пространство с нормированным однородным растраном. Изучаем 

WЛ-пространство 3
W , используя аналогию с ЛМ- и ЕМ-пространствами. 

Точка O  из 3
W  и базис Б ( , , )     W-растрана 3PW  задают репер 

B (0, , , )     WЛ-пространства 3
W . Всякой паре точек ( , )A B  из 3

W  соот-

ветствует единственный раст AB . Если 1 2( , , )OM x x x    в базисе Б , то 

координаты точки M  в репере B  есть 1 2( , , )M x x x . Две точки 1 2( , , )A a a a  и 
1 2( , , )B b b b  определяют раст 

 
1 2 1 21 1 2 2( , , )b b a aAB b a b a b ae       .  (6) 

Точка A  и раст 1 2( , , )r r r   порождают прямую ,A   , параметри-

ческие уравнения которой таковы: 

 1 1 1,x tr a   2 2 1,x tr a   

1 2
1 2

1 2

( )
( )

( )

1

1

r r t
r r t

r r

e
x r ae

e






 


.  (7) 

В случае 1 2 0r r   уравнения прямой ,A    нелинейны; если 
1 2 0r r  , то уравнения прямой являются линейными: 

 1 1 1,x tr a   1 1 1,x tr a   x rt a  .  (8) 

Уравнения прямой ,A    нелинейны, если раст   прямой галилеев и 

его временная составляющая неизотропна; и линейны в случае, если времен-
ная составляющая раста этой прямой изотропна или раст прямой евклидов. 

На W-растране рассмотрим галилееву норму (3), т.е. рассматриваем W-

растран 3,2
WP . Введение нормы превращает WЛ-пространство в WМ-

пространство-время 3
WM , время в котором 2-мерно. Всякое событие 

1 2( , , )M x x x  в 3
WM  имеет две временные координаты 1 2,x x  и одну простран-

ственную координату x . 
Всякие два базисных раста порождают 2-мерные подрастраны, подра-

стран ,     коммутативен, является векторным пространством 2T , подра-
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страны ,     и ,     являются 2-мерными подрастранами. В указанных 

подрастранах операции (1) и (2) принимают, соответственно, следующий вид: 

– в ,    : 1 2 1 2 1 1 2 2( , ,0) ( , ,0) ( , ,0);x x y y x y x y     

1 2 1 2 1 2( , ,0) ( , ,0), 0;t x x tx tx x x   1 2 1 2 1 2( , ,0) ( , ,0), 0,t x x tx tx x x   tR ; 

– в ,    : 
11 1 1 1( ,0, ) ( ,0, ) ( ,0, );yx x y y x y xe y     

1

1
1 1 11

( ,0, ) ( ,0, ), 0;
1

x t

x

e
t x x tx x x

e

 


 (0,0, ) (0,0, ),t x tx tR ; 

– в ,    : 
22 2 2 2(0, , ) (0, , ) (0, , );yx x y y x y xe y     

2

2
2 2 21

(0, , ) (0, , ), 0;
1

x t

x

e
t x x tx x x

e

 


 (0,0, ) (0,0, ),t x tx tR . 

Координатная плоскость , ,O     является 2-мерным временным 

пространством, состоит из точек-событий 1 2( , ,0)x x . Как уже отмечалось, со-

гласно определению галилеевой нормы (3), норма раста 1 2( , ,0)x x   равна  

1 2| |x x   . 

По формуле (6) расстояние между событиями 1 2( , ,0)A a a  и 1 2( , ,0)B b b  
равно 

1 2 1 2| | | |AB b b a a    . 

Координатная плоскость , ,O     состоит из событий 1( ,0, )x x . На 

основании (3) для растов 1( ,0, )x x   имеем 

1 1

1

, если 0;

| |, если 0.

x x

x x

   
 

 

Расстояние между событиями 1( ,0, )A a a  и 1( ,0, )B b b  по (6) таково: 

1 1 1 1

1 1

, если ;
| |

| |, если .

b a b a
AB

b a b a

   
  

 

Это обычная галилеева плоскость с нормированным растраном такая 

же, как галилеевы плоскости в ЕМ-пространстве 3M  с однородным норми-

рованным растраном 3P , см. [1]. 
Свойства координатной плоскости , ,O     такие же, как и галилее-

вой координатной плоскости , ,O    . 
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События M  одновременны с событием 1 2( , , )A a a a , если 1 2( , , )M a x x  

или 1 2( , , )M x a x , или 1 2( , , )M a a x . Множество событий 1 2( , , )M a x x  состав-
ляет галилееву плоскость , ,A    , проходящую через точку A  и опреде-

ляемую растами ,  ; множество событий 1 2( , , )M x a x  составляет галилееву 

плоскость , ,A    . Множество событий 1 2( , , )M a a x  совпадает с пересече-
нием плоскостей , ,A     и , ,A    , это прямая ,A   . 

На основании (3) заключаем, что галилеево WM-пространство-время 
3
WM  не содержит евклидовых плоскостей. 

2 Кривые WM-пространства 

2.1 Регулярные кривые 

Кривой или линией в WM-пространстве 3
WM  называется отображение 

  некоторого числового интервала I R  в пространство 3
WM . Числу t  со-

ответствует точка M  из 3
WM , которая является функцией параметра t , про-

бегающего интервал I . Класс отображения называется классом кривой. Рас-

сматриваются кривые класса 3С . Кроме того, считаем    , т.е. кривые 
считаем регулярными. Точки регулярной кривой называются обыкновенны-
ми. Изучаем кривые в окрестности их обыкновенных точек. Положим: 

1 2( ) ( ( ), ( ), ( ))M t x t x t x t . Кривая является следующим множеством точек: 

 ( ), Il OM OM t t    , 

точка M  определяется растом ( )OM t   и описывается векторной функцией 

 1 2( ) ( ( ), ( ), ( )), It x t x t x t t     .  (9) 

Функция 1 2( ) ( , , )t x x x  , компоненты которой задаются равенствами 

(7) или (8), является регулярной класса 3С , ( )t   . Такая функция задает 
прямую линию. 

Вдоль регулярной кривой ( )t  WM-пространства 3
WM  определено ка-

сательное отображение в W-растран 3PW . Точке ( )P t  кривой (9) соответству-

ет раст касательной ( )t  (4). 

Пусть в (9) функции 1 2( ), ( )x t x t  непостоянны. Ввиду регулярности 

кривой (9) эти функции обратимы. Используя 1( )t t x  или 2( )t t x  от пара-
метризации (9) переходим к параметризациям 

 1 1 2 1 1( ) , ( ), ( )x x x x x x   или  2 1 2 2 2( ) ( ), , ( )x x x x x x  . 

Учитывая, что первая и вторая компоненты векторов 1 2( ), ( )x x   яв-

ляются временными, и обозначая параметры 1 2,t t , перепишем полученные 
функции в новых обозначениях: 
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  1 1 2 1 1( ) , ( ), ( )t t x t x t  , и  2 1 2 2 2( ) ( ), , ( )t x t t x t  .  (10) 

В общем случае в задании кривой одна временная компонента есть 
функция другой временной компоненты. Если такой зависимости не сущест-
вует, то кривые в WM-пространстве задаются функциями 

  1 1 1( ) , , ( )t t C x t  , и  2 2 2( ) , , ( )t C t x t  ,  (11) 

полученными из (10). Это линии в 2-мерных подпространствах WM-прост-
ранства, являющихся галилеевыми плоскостями с растраном. Такие кривые 
изучаются в [2, c. 137–148]. Из кривых (10) достаточно рассмотреть первую, 
свойства второй кривой такие же, как свойства первой. Ниже рассмотрим 
случай зависимости временных компонент в задании кривых, но учитываем и 
независимость этих компонент. 

2.2 Естественная параметризация кривой 

Напомним, что параметризация кривой евклидова пространства 

( ) ( ( ), ( ), ( ))r s x s y s z s
 

называется естественной, если параметр s  есть длина дуги кривой, отсчиты-

ваемый от некоторой ее точки. В этом случае вектор касательной r
  к кривой 

имеет постоянную единичную длину. Производная r
  вектора касательной r

  

ему перпендикулярна, определяет главную нормаль кривой ( )r s


, | ( ) |r s
  есть 

функция кривизны кривой ( )r s


. В этой же схеме изучаются кривые галилее-
вых пространств. В одулярных галилеевых пространствах с 1-мерным време-
нем, в том числе и в случае, если одуль пространства является векторным 
пространством, рассматриваются кривые в естественной параметризации 

( )t = ( , ( ), ( ))t x t y t , 

параметр t  есть время. Длина дуги кривой от точки 0( )P t  до точки ( )M t  

равна 0| |t t , одуляр производной   является галилеевым, норма одуляра 
производной | |  постоянна и равна 1; одуляр производной второго порядка 
  является евклидовым вектором, перпендикулярным к  ; | |  есть функ-
ция кривизны галилеевой кривой ( )t . 

Для кривых WM-пространства 3
WM  введем естественную параметриза-

цию. Для того чтобы параметр t  кривой (9) был естественным, должны вы-
полняться условия: 

( ) 1t  ,  

( )t  – евклидов раст. 

Записываем эти условия в координатах:  

 1 2 1x x   , 1 2 0.x x     (12) 

От параметризации (9) переходим к параметризации вида (10); записы-
ваем функцию (9) в форме 
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 2( ) ( , ( ), ( ))t pt x t x t  , 0p  , constp  .  (13) 

Здесь 1x pt . Условия (12) означают: 

2 1p x  , 2 0,x   

откуда следует, что 

2 ( ) (1 )x t p t c   . 

Можно считать 0c  . Кривая (13) приобретает вид 

 ( ) ( ,(1 ) , ( ))t pt p t x t   , t I R .  (14) 

Полученная параметризация включает в себя оба случая (11) при 1p   

и при 0p  . 

Раст производной первого порядка функции (14) таков: 

 ( ,1 ,( 1)( ))p p e x x      .  (15) 

Согласно (3) в любой точке кривой (14): ( ) 1t  . Это единичный га-

лилеев раст. Пусть 0 0( ) ( )P t t   – фиксированная точка кривой (14), 

( ) ( )M t t   – ее произвольная точка. Находим: 

0
0 0 0 0( ) ( ) ( ( ),(1 )( ), ( ) ( ) )t tt t p t t p t t x t x t e         , 

0 0 0| | | ( ) (1 )( ) | | |PM p t t p t t t t       . 

Таким образом, получена естественная параметризация (14) кривой 

WM-пространства-времени 3
WM . 

2.3 Кривизна и кручение кривой 

Как во всех галилеевых пространствах, см. [2], кривизну кривой (14) 

пространства 3
WM  в естественной параметризации определим на основе нор-

мы второй производной  . Дифференцируем функцию (15) согласно п. 1.1: 

 ( ) (0,0,( 1)( ( ) ( ))t e x t x t      .  (16) 

Норма раста   есть  

( 1)e x x      . 

По аналогии с теорией кривых ЕМ-пространства с однородным растра-
ном полагаем по определению 

1

1
k

e
 


 , 

или в координатах: 

 k x x   ,  (17) 
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кривизна кривой (14) равна норме раста второй производной от функции, за-
дающей кривую в естественной параметризации. Функция  

 ( ) ( ) ( )k t x t x t     (18) 

называется функцией кривизны кривой (14). 
Кручение кривой всякого галилеева пространства определяется как 

норма производной  , где 
k

 


 [2]. По формуле (17), (0,0, 1)e   , вектор 

постоянен,   . Поэтому кручение всякой кривой галилеева пространства 
3
WM  равно нулю. 

Для примера подсчитаем кривизну прямой линии WM-пространства-

времени 3
WM . Прямая ,A    обладает следующим свойством: если 

, 0,t t     то ,A    = ,A   . Пусть прямая ,A    определяется га-

лилеевым растом 1 2( , , )r r r  , т.е. 1 2 0r r  . Возьмем раст u   , где 

1 2

1
u

r r



. Тогда ( ,1 , )p p s   , где 

1

1 2

r
p

r r



, 

1

1

1u

e
s

e




. Всякая прямая 

с галилеевыми растами, проходящая через точку 1 2( , , )H h h h , описывается 

параметрическими уравнениями вида (7):  

 1 1,x pt h  2 2(1 ) ,x p t h   1

1

t
te

x s he
e

 


.  (19) 

Эта параметризация тоже является естественной, т.к. условия (12) вы-
полняются. Находим 

1
t ts

x e he
e

 


 , 
1

t ts
x e he

e
 


 ; 0x x   . 

По формуле (17) кривизна прямой линии с галилеевыми векторами 
равна нулю. 

Прямая (8) определяется евклидовым вектором, для которого 
1 2 0r r  . В таком случае расстояния по прямой измеряются по третьей 
компоненте, а эти расстояния евклидовы. Кривизна евклидовой прямой равна 
нулю. 

2.4 Натуральные уравнения кривой 

В геометрии пространства 3
WM , как и в других геометриях, возникает 

задача о нахождении кривой ( )t  по заданной функции кривизны. Если 

функция кривизны ( )k t  известна, то, по (18), задача сводится к решению 

обыкновенного дифференциального уравнения 

 ( )x x k t   .  (20) 

Замена x u  позволяет понизить порядок уравнения 

( )u u k t  . 
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Решением последнего уравнения является функция 

 ( ) ( ) t tu t k t e dt c e  , 

теперь решение уравнения (20) находится в результате интегрирования: 

  ( ) t tx k t e dt c e dt   .  (21) 

Единственность решения уравнения (20) обеспечивается начальными 
условиями: 

0t t , 0 0( )x t x , 0 0( )x t x  . 

По найденной функции ( )x x t  – решению уравнения (20), записываем 
параметрические уравнения кривой с полученной пространственной компо-
нентой (21) при условии, что задано направление во времени ( ,1 ,0)p p   , 
p  – постоянная, 

  ( ) ( , (1 ) , ( ) )t tt pt p t k t e dt c e dt     .  (22) 

Кривизна найденной кривой ( )t  равна модулю заданной функции | ( ) |k t . 
Таким образом, функция кривизны ( )k t  является натуральным уравне-

нием кривой галилеева WM-пространства-времени 3
WM  с растраном 3,2

WP   

с 2-мерным временем. 
Приведем примеры получения векторных функций, описывающих кри-

вую, по заданной скалярной функции кривизны.  
Пример 1. ( )k t k – кривизна линии постоянна. 
Находим функцию ( )x x t  по формуле (21): 

 1 1( ) ( )t t t tx t ke dt C e dt ke C e dt          

1 1 2( )t tk C e dt kt C e C       . 

Пусть направление во времени есть ( ,1 ,0)p p   , p  – постоянная. 
Имеем кривые: 

1 2( ) ( ,(1 ) , )tt pt p t kt C e C      . 

Все указанные кривые имеют кривизну k . В частности: 

– если 0p  , то 1 2( ) (0, , )tt t kt C e C     ; 

– если 1p  , то 1 2( ) ( ,0, )tt t kt C e C     . 

В случае 0k   начальные условия 0 0t  , 0 0x  , 0x k   выделяют 
кривую 

( ) ( ,(1 ) , )t pt p t kt    . 

При 0k   функция (21) есть 1 2( ) tx t C e C  . С начальными условиями 

0 0t  , 0 1

s
x

e
 


, 0 1

s
x a

e
 


  получаем линию 
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1
( ) ,(1 ) ,

1

te
t pt p t s at

e

       
. 

Полученная растранная функция описывает прямую ,A   , где 

(0,0, )A a , ( ,1 , )p p s   , см. (19). 

Пример 2. ( )k t t . Имеем 

   1 1( ) ( 1)t t t tx t te dt C e dt t e C e dt           

2

1 1 2( 1 )
2

t tt
t C e dt t C e C         . 

Получено семейство кривых вида (21) 

2

1 2( ) ,(1 ) ,
2

tt
t pt p t t C e C

 
        

 
. 

В случае 2( )k t t  определяется семейство 

3
2

1 2( ) ,(1 ) , 2
3

tt
t pt p t t t C e C

 
         

 
. 

Вообще, для функции кривизны ( ) nk t t  

   1
1 1( ) n t t n t n t tx t t e dt C e dt t e n t e dt C e dt             

 
1

1 1
1 1 21

n
n t n t t t n t tt

t e n t e dt C e dt n e t e dt C e C
n


         

    . 

Таким образом, степень параметра t  в подынтегральном выражении 
уменьшилась на 1; применяя рекурсию, находим ( )x t . Но возможен другой 

способ решения – представить интеграл n tt e dt  в виде суммы ряда, тогда 

 1( ) n t tx t t e dt C e dt     

  1 2
1( 1) ... ( 1)! !t n n n te t nt n n t n t n C e dt              

 1 2
1( 1) ... ( 1)! !n n n tt nt n n t n t n C e dt             

1 2
1 2

1
!

( 1) ... !
1 2

n
n n n tt n t

t nt n n t n t C e
n


           


 

1

1 2
1

1 ( 1)!

1 !

n i
t

i

t n
C e C

n i





   
  . 
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Получается соответствующее семейство кривых ( )t  с функцией кри-

визны ( ) nk t t .  

Пример 3.  Функция кривизны 
2

( )
(1 )

t
k t

t



 определяет пространст-

венную составляющую ( )x t  галилеевой кривой ( )t  

1 12
( )

1(1 )

t t
t tte e

x t dt C e dt C e dt
tt

    
             
    

1 1 2
1

ln 1
1

t tC e dt t C e C
t

            

и семейство кривых ( )t  вида (22) с полученной функцией ( )x t  пространст-

венной составляющей. 

Пример 4. 
1

( )
n

k t
t

 . Находим рекурсивную формулу для ( )x t  из (21): 

1 11 1

1
( )

1( 1)

t t t
t t

n n n

e e e dt
x t dt C e dt C e dt

nt n t t

  

 

   
               
     

11 1

1

1( 1)

t t
t

n n

e e dt
C e dt

nn t t



 

 
       
   

12 1

1 1

1( 1)( 2)

t
t

n n

e dt
dt C e

nn n t t



   
    . 

Возможен другой вариант:  

1( )
t

t
n

e
x t dt C e dt

t

 
    

 
   

1

11 2

( 1) ( 1)
...

( 1)! 1( 1) ( 1)( 2)

t t n t n t
t

n n

e e e e dt
C e dt

n t n tn t n n t

    

 

              
   

2 3

1 1 ( 1)
. . . ln

( 1)!( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)

n

n n
t

nn n t n n n t 
    
    

 

1

1 2 3

( 1) 1 1
...

( 1)! ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)

n t
t t

n n

e dt
e dt C e

n t n n t n n n t

 

 
    
        

1 2 3

1
( 1) ( 1) ( 1)

... ln ln ... ...
( 1)! ( 1)! 1! 2 2! 3 3! !

n n n n
t tt t t t

t e t dt C e
n n n n

                   
 , 

и семейство кривых ( )t  вида (22).  
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Пример 5. Для функции кривизны ( ) sink t t  получаем 

 1 1
sin cos

( ) sin
2

t t t tt t
x t e tdt C e dt e C e dt        

     

1 1 2
sin cos cos sin

2 2 2
t tt t t t

C e dt C e C
         

  . 

В случае ( ) sinnk t t  для ( )x t  имеется рекурсивная формула 

1( ) ( sin )t n tx t e tdt C e dt     

1
2

12

sin 1
( ( sin cos ) sin )

n
t t n tt n

e t n t e tdt Cc e dt
nn


          

1 2
12

1 1
sin ( sin cos ) sint n t n tn

e t t n t dt e tdt dt C e
nn

           . 

Далее записывают кривые вида (22). 
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УДК 514.7  
И. А. Долгарев 

ПОВЕРХНОСТИ В КОММУТАТИВНОЙ  
НЕЛИНЕЙНОЙ ГЕОМЕТРИИ 3-МЕРНОГО  
ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ ГАЛИЛЕЯ 

 
Аннотация. Изучаются поверхности одного из 3-мерных пространств Галилея 
с коммутативной и нелинейной геометрией. Линейное пространство опреде-
лено на тройках действительных чисел, в компонентах троек операции заданы 
нелинейными функциями. Для векторов введено галилеево скалярное произ-
ведение. Получены формулы дифференцирования векторных функций. В ак-
сиоматике Г. Вейля на основе указанного линейного пространства строится 
пространство-время Галилея. Уравнения прямых и плоскостей полученного 
пространства нелинейны. Определены регулярные поверхности, ее первая и 
вторая квадратичные формы, нормальная кривизна поверхности, полная и 
средняя кривизны. Проведена классификация обыкновенных точек поверхно-
стей. Вычислена полная кривизна некоторых поверхностей. 

Ключевые слова: нелинейная коммутативная геометрия Галилея, кривизна по-
верхности. 

 
Abstract. For vectors determine not linear and commutative operation and Galilean 
inner product of vector. Formulas to differentiate vector functions are obtained. 
Equations straight line and plane to be not linear. Obtained normal, middle and 
complete curvature surface. Have a examples. 

Keyword: not linear and commutative geometry of Galiley, curvature surface. 
 

Геометрической основой физического принципа относительности Га-
лилея является галилеева геометрия. Известны разнообразные геометриче-
ские системы и еще предстоит выяснить, какая из них лучше соответствует 
реальной картине окружающего мира. Галилеевы геометрии строятся в ак-
сиоматике Г. Вейля с использованием линейного пространства и его обобще-
ния – одуля Ли. Коммутативная и линейная геометрия Галилея 3-мерного 

пространства-времени 3Γ  [1] базируется на арифметическом пространстве 
3R , где R  – поле действительных чисел с операциями 

1 2 1 2 1 1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )x x x y y y x y x y x y     ;  

1 2 1 2( , , ) ( , , )u x x x xu x u x u , uR , 

на котором введено галилеево скалярное произведение векторов. Галилеевым 

скалярным произведением векторов 1 2( , , )p x x x , 1 2( , , )q y y y  называется 
[1, c.46] 

1 1 2 2

, если 0 или 0;

, если 0.

xy x y
pq

x y x y x y

  
  

 
 

Пространство 3R  с указанным скалярным произведением векторов на-

зывается галилеевым векторным пространством и обозначается 3
V . Первая 
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компонента векторов называется временной, оставшиеся компоненты назы-

ваются пространственными. Векторное пространство 3
V  является прямой 

суммой евклидовых пространств: 3
V = 1V + 2V , для сравнения см. [2, c. 11–

18]. Геометрия коммутативного и линейного пространства-времени Галилея 
3Γ  изучается в [1, c. 46–101]. Имеется несколько некоммутативных галилее-

вых геометрий, это одулярные геометрии. 3-мерный одуль Ли задается опе-

рациями на многообразии 3R . Один из этих одулей Ли – сибсон 3  – опре-
деляется операциями [1, c. 107] 

1 2( , , )x x x + 1 2( , , )y y y = 1 1 2 2 1( , , )x y x y x y x y    ; 

1 2( , , )u x x x = 1 2 1 ( 1)
, ,

2

u u
xu x u x u xx

  
 

, uR . 

Для элементов сибсона определено скалярное произведение, как для 

векторов из 3
V . Соответствующая геометрия изложена в [1].  

В работах [3, 4] начато построение 2-мерного аффинного пространства, 

линейное пространство 2a L  которого задано на многообразии 2R  операциями 

( , ) ( , ) ( , )x u y v x y u v xy     ; 2 ( 1)
( , ) ,

2

t t
t x u xt ut x

   
 

, tR . 

Операции над векторами определены нелинейными функциями. Для 
приведенных операций выполнены все аксиомы линейного пространства [3]. 

Линейное пространство 2a L  порождается векторами вида ( ,0)x  и в прямую 

сумму 1-мерных линейных пространств не разлагается. 

Ниже мы распространим операции над векторами пространства 2a L  на 

тройки из 3R , используя аналогию с операциями на сибсоне. Введем на  

3-мерном линейном пространстве 3
1

a L  с нелинейными функциями операций 

галилеево скалярное произведение векторов и получим некоторые факты не-
линейной и коммутативной геометрии Галилея. 

1 Пространство Галилея с нелинейной коммутативной геометрией 

1.1 Галилеево векторное пространство с нелинейными операциями 

На многообразии 3R  зададим операции 

 ( , , )x y z + ( , , )u v w = ( , , )x u y v xu z w    ;  (1) 

 ( , , )t x y z = 2 ( 1)
, ,

2

t t
xt yt x zt

   
 

, tR .  (2) 

Результаты операций в третьей компоненте троек из 3R  не влияют на 
результаты операции в первой и второй компонентах. Поэтому можно вос-

пользоваться свойствами операций векторов из 2a L  [3]; на основании чего 
получаем следующее утверждение. 
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Лемма 1. Многообразие 3R  с операциями (1) и (2) является действи-
тельным линейным пространством. # 

Полученное линейное пространство обозначается 3
1

a L , его векторы 
обозначаются , , ...  ; нулевой вектор есть (0,0,0)  ; вектор, противопо-

ложный вектору  = ( , , )x y z , равен  = 2( , , )x y x z    . Если  

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)      , 

то для вектора   имеется однозначное разложение [3] 

 = ( , , )x y z =
( 1)

2

x x
x y z

       
 

, 

и векторы , ,    составляют базис Б = ( , , )    линейного пространства 3
1

a L . 
На основании операций (1), (2) справедлива 

Лемма 2. Линейное пространство 3
1

a L  является прямой суммой 2-мер-

ного линейного пространства 2a L  и 1-мерного линейного пространства 1L : 

3
1

a L = 2a L + 1L ; 

линейное пространство 2a L  состоит из векторов ( , ,0)x y  и порождается 

векторами ( ,0,0)x  (но не вектором (1,0,0)   ) линейное пространство 1L  

состоит из векторов (0,0, )z  и порождается вектором  : 1L =   . # 
Галилеевым скалярным произведением векторов   и  = ( , , )u v w  назы-

вается число 

, если 0 или 0;

, если 0.

xu x uy

yv zw x u

 
     

 

Галилеев скалярный квадрат вектора   равен 

2
2

2 2

, если 0;

, если 0.

x x

y z x

   
 

 

Галилеевой нормой вектора   называется 2   , имеем 

 
2 2

| |, если 0;
| |

, если 0.

x x

y z x

  
 

  (3) 

Компонента x  вектора   называется временной, компоненты ,y z  на-
зываются пространственными. Векторы (0, , )y z  называются евклидовыми, 
для них используются обозначения r


= (0, , )y z , а векторы  = ( , , ),x y z  0,x   

называются галилеевыми. Для евклидовых векторов используются также обо-
значения , ,...a r

 
 Всякий Галилеев вектор перпендикулярен всякому евклидо-

ву вектору, т.к. 0r 
, если r


= (0, , )y z . 
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Векторное пространство с галилеевым скалярным произведением век-
торов называется галилеевым векторным пространством и в нашем случае 

обозначается 3
1

a
V , оно является прямой суммой 2-мерного галилеева вектор-

ного пространства 2
V  и 1-мерного временного векторного пространства 1V : 

3
1

a
V = 2

V + 1V , 

2
V  состоит из векторов ( , ,0)x y , 1V  состоит из векторов (0,0, )z . Базис  

Б = ( , , )    пространства 3
1

a
V  является ортонормированным. 

Упорядоченная тройка действительных функций ( ), ( ), ( )x t y t z t  дейст-
вительного параметра t  с общей областью определения I R  называется 
векторной функцией, которая обозначается  

( )t = ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t , t I R . 

Функция ( )t  принимает значения в галилеевом векторном простран-

стве 3
1

a
V . Считаем, что компоненты ( ), ( ), ( )x t y t z t  являются функциями 

класса 3C , в связи с чем говорим, что ( )t  есть галилеева функция класса 
3C . Производной функцией ( )t  функции ( )t  называется 

0
lim
t t 




= ( )t , 

где t  – приращение параметра t ; ( ) ( )t t t        – приращение функ-
ции ( )t .  

Теорема 1. Производная галилеевой векторной функции 
( )t = ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t , t I R , является следующей галилеевой векторной 

функцией: 

 ( )t =
1

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )
2

x t y t x t x t x t z t
         

  
.  (4) 

# Так как ( )t = 2( ( ), ( ) ( ), ( ))x t y t x t z t    , см. п. 1.1, то, на основании 
сложения троек (1), получаем 

 = ( ( ) ( ), ( ) ( ) ( )( ( ) ( )), ( ) ( ))x t t x t y t t y t x t x t t x t z t t z t             . 

Далее, по формуле (2) с учетом обозначений ( ) ( )x x t t x t     , 
( ) ( )y y t t y t     , ( ) ( )z z t t z t      имеем 

1

t t

  
 

=
1 1 1

, ( ) 1 ,
2

x y x z
x t

t t t t t t

                
. 

Предел галилеевой векторной функции вычисляется покомпонентно. 
Вычисления дают равенство (4). # 

Проверка показывает, что правила дифференцирования функций со 

значениями в 3
1

a
V  совпадают с правилами дифференцирования евклидовых 

векторных функций, т.е. справедливы следующие утверждения.  
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Свойство 1. Выполняются равенства: 
а) ( ( ) ( )) ( ) ( )t t t t         ;  

б) ( ( )) ( )C t C t    , где C  – постоянный множитель; 
в) если компоненты векторной функции ( )t  являются сложными 

функциями ( ( )), ( ( )), ( ( ))x u t y u t z u t , то ( ( )) ( ( ))t t uu t u u t     ; 

г) если const  , то ( )t    . # 

Свойство 2. Если одна из компонент векторной функции ( )t  посто-
янна, то формула дифференцирования (4) принимает один из видов: 

( , ( ), ( )) (0, , )C y t z t y z   ; 
1

( ( ), , ( )) , ,
2

x t C z t x x x x z
         

  
;  

1
( ( ), ( ), ) , ,0

2
x t y t C x y x x x

          
  

; 

если первая компонента функции ( )t  есть время ( )x t t , то  

1
( , ( ), ( )) 1, ,

2
t y t z t y t z

      
 

, 

и производная второго порядка галилеевой функции ( )t  является евклидовой 
(пространственной) функцией: 

( , ( ), ( )) (0, 1, )t y t z t y z    . # 

С использованием теоремы 1 и свойства 2 получается 
Теорема 2. Частные производные функции двух параметров ( , )t v  

отыскиваются по тому же правилу, что и производные функции одного па-
раметра: 

( , )v t v = ( ( , ), ( , ), ( , ))vx t v y t v z t v = 

=
1

( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ( , )
2v v v v vx t v y t v x t v x t v x t v z t v

     
  

; 

смешанные производные второго порядка не зависят от порядка дифферен-
цирования: 

( , ) ( , )tv vtt v t v   . 

В частных случаях выполняются равенства 

( , )t t v = ( , ( , ), ( , ))tt y t v z t v =
1

1, ( , ) , ( , )
2t vy t v t z t v

   
 

; 

( , )v t v = ( , ( , ), ( , ))vt y t v z t v = (0, ( , ), ( , ))v vy t v z t v . # 

1.2 Пространство Галилея с векторным пространством 3
1

a
V  

Пусть 1
aΓ  – непустое множество, элементы которого называются точ-

ками и обозначаются , , ...A B , считаем, что дано галилеево векторное про-



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 74 

странство 3
1

a
V  и отображение пар точек в 3

1
a

V . Вектор, соответствующий 

паре точек ( , )A B , обозначаем AB


. Выполняются аксиомы Г. Вейля. 
1. Для всякой точки A  и всякого вектора   существует единственная 

точка B  такая, что AB  


. 

2. Для любых трех точек , ,A B C , если AB  


, BC  


, то AC    


. 

Множество точек 1
aΓ , удовлетворяющее указанным условиям, называ-

ется пространством Галилея, 3
1

a
V называется векторным пространством про-

странства Галилея 1
aΓ . Размерность векторного пространства 3

1
a

V  называ-
ется размерностью пространства Галилея, оно называется 3-мерным и обо-

значается в дальнейшем 3
1

aΓ . Векторы из 3
1

a
V  называются векторами про-

странства 3
1

aΓ . Точка O  из 3
1

aΓ  и базис Б= ( , , )    галилеева векторного 

пространства 3
1

a
V  составляют репер B = ( , , , )O     пространства Галилея. 

Координаты вектора OM


 в базисе Б  называются координатами точки M  в 

репере B . Если OM


= ( , , )x y z , то точка M  имеет координаты , ,x y z , обозна-
чение M ( , , )x y z . Согласно определению галилеевой нормы векторов в п. 1.1, 
первая координата точки является временной, вторая и третья координаты 

являются пространственными, и пространство 3
1

aΓ  называется пространст-
вом-временем Галилея, оно альтернативно классическому коммутативному 

пространству-времени Галилея 3Γ , изучаемому в [1, c. 46–101]. Точки про-

странства-времени 3
1

aΓ  называются еще событиями. Изучаем пространство-

время 3
1

aΓ  по аналогии с пространством 3Γ . 

Лемма 3. Пусть ( , , )A a g h  и ( , , )B b c d  – два события. Они определяют 
вектор 

AB


= ( , ( ), )b a c g a b a d h     . 

# Для трех точек , ,O A B  по второй аксиоме Г. Вейля выполняется: 

OB OA AB 
  

, откуда AB OB OA 
  

. Как указано в п. 1.1, 
2( , , )OA a g a h     


, по (1) получаем координаты вектора AB


. # 

Теорема 3. Расстояние | |AB  между точками ( , , )A a g h  и ( , , )B b c d  
равно  

| |AB = 
2 2

| |, если ;

( ) ( ) , если .

b a b a

c g d h b a

 


   
 

# Расстояние | |AB  между точками A  и B  равно норме вектора AB


. По 
(3) и лемме 3 получаем указанное расстояние. # 

Это такое же галилеево расстояние между точками, как и в классиче-

ском пространстве 3Γ  [1]. События A  и M ( , , )x y z  называются одновремен-
ными, если x a . Множество событий M ( , , )a y z , одновременных с событи-
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ем A , составляет в 3
1

aΓ  подпространство, являющееся евклидовой плоско-

стью. Через всякую точку пространства 3
1

aΓ  проходит единственная евкли-
дова плоскость. 

Прямая, порожденная точкой ( , , )A a g h  и вектором ( , , )m p q   и обо-
значаемая ,A   , является множеством точек 

,A   ={ | , }M AM t t  R


. 

Так определяется прямая аффинного пространства.  
Теорема 4. Параметрические уравнения прямой ,A    таковы: 

x mt a  , 2 ( 1)
( )

2

t t
y am p t m g

    , z qt h  . 

# Уравнения получаются с использованием леммы 3, операции (2) над 
векторами и условия равенства векторов: векторы равны, если и только если 
равны их соответствующие координаты. # 

Если вектор   галилеев, то уравнения прямой пространства 3
1

aΓ  нели-
нейны. 

Следствие. Уравнения прямой ,A    линейны только в случае 0m  , 
т.е. в случае, если вектор прямой является евклидовым, уравнения прямой  
в этом случае 

x a , y pt g  , z qt h  . # 

Уравнения координатных осей таковы: 

– ось Ox = ,O   : 
( 1)

, , 0
2

t t
x t y z

   ;  

– ось Oy = ,O   : 0, , 0x y t z   ;  
– ось Oz = ,O   : 0, 0,x y z t   .  
Плоскость , ,A    , порожденная точкой A  и неколлинеарными векто-

рами   и   = ( , , )n r s , есть, как и в аффинном пространстве, множество точек: 

, ,A    = 2{ | ,( , ) }M AM u v u v    R


. 

Лемма 4. В векторном подпространстве ,     пространства 3
1

a
V , 

порожденном галилеевыми векторами ,  , содержатся и евклидовы векторы.  
# Подпространство ,     содержит вектор n m   , являющийся 

евклидовым. # 
Поэтому вектор   в задании плоскости , ,A     можно считать евк-

лидовым, пусть   = (0, , )r s . 

Теорема 5. Плоскость , ,A     пространства-времени Галилея 3
1

aΓ , 
где вектор   галилеев, а вектор   евклидов, описывается параметрически-
ми уравнениями: 

x mu a  , 2 ( 1)
( )

2

u u
y am p u m rv g

    , z qu sv h   . 
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Уравнения плоскости нелинейны. В случае, если оба вектора ,   евк-

лидовы, т.е. 0m n  , уравнение плоскости , ,A     есть x a . # 

Координатные плоскости описываются уравнениями: 

– плоскость Oxy = , ,O    : 
( 1)

, , 0
2

u u
x u y u v z

     ;  

– плоскость Oxz = , ,O    : , , 0x u y v z   ; 

– плоскость Oyz = , ,O    : 0, ,x y u z v   . 

Плоскость Oxy  является галилеевой 2aΓ  с нелинейной геометрией; 

плоскость Oxz  обычная галилеева 2Γ , как все галилеевы плоскости в 3Γ  [1]; 
плоскость Oyz  евклидова. 

2 Поверхности пространства 3
1

aΓ  

2.1 Определение регулярной поверхности 

Отображение   класса 3C  односвязной области D  галилеевой плоско-

сти Oxz  в пространство-время Галилея 3
1

aΓ  называется поверхностью в 3
1

aΓ . 

Пусть ( , )H t u  – точка области D , область D  считаем прямоугольной, 

a t b  , c u d  , параметр t  является временным; возможно, что D  совпа-

дает с плоскостью 2Γ = Oxz .  
В отображении   точке ( , )H t u  области D  соответствует точка 

M ( , , )x y z  пространства 3
1

aΓ , поверхность описывается галилеевой вектор-

ной функцией 

 = ( , )t u = ( ( , ), ( , ), ( , ))x t u y t u z t u , 2( , )t u  D R , 

функции ( , ), ( , ), ( , )x t u y t u z t u  являются функциями класса 3C . 

Теорема 6. Если ( , ) constx t u  , то поверхность   описывается гали-

леевой векторной функцией вида 

 = ( , )t u = ( , ( , ), ( , ))t x t u y t u , 2( , )t u  D R ,  (5) 

векторы производных функции (5) таковы: 

 t =
1

1, ( , ) , ( , )
2t tx t u t y t u

   
 

,  (6) 

 u = (0, ( , ), ( , ))u ux t u y t u ;  (7) 

они неколлинеарны: вектор t  – единичный галилеев, вектор u  евклидов. 

# Так как ( , )x t u  – функция класса 3C , то она обратима по каждому из 

параметров. Имеем обратную функцию ( , )t t x u , и векторная функция 

( ( , ), ( , ), ( , ))x t u y t u z t u  может быть представлена в другой параметризации: 

( , )t u = ( , ( , ), ( , ))t y t x z t x , 2
1( , )t x  D R . 
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Изменим обозначения в этой параметризации и функцию ( , )t u  запи-

шем в виде (5). Частные производные функции (5) отыскиваются согласно 
теореме 2, п. 1.1. По определению нормы (3) галилеева вектора имеем | | 1t  . # 

Параметризация (5) поверхности   пространства-времени Галилея 3
1

aΓ  

называется естественной. Поверхность (5) является регулярной класса 3C  

(функции ( , ), ( , )x t u y t u  имеют класс 3C , частные производные t , u  некол-

линеарны), всякая точка поверхности – обыкновенная. Поверхность (5) обла-
дает галилеевыми касательными векторами t . Поверхности вида 

( , )t u = ( , ( , ), ( , ))C x t u y t u  

совпадают с евклидовой плоскостью x C  пространства-времени Галилея 
3
1

aΓ  или являются ее частью и не рассматриваются. 

Через всякую точку 0 0( , )P t u  поверхности (5) проходит единственная 

t -линия 

0( , )t u = 0 0( , ( , ), ( , ))t x t u y t u , 

и единственная u -линия 

0( , )t u = 0 0 0( , ( , ), ( , ))t y t u z t u , 

последняя лежит в евклидовой плоскости пространства 3
1

aΓ , проходящей че-

рез точку P ; t -линии поверхности (5) имеют галилеевы касательные векторы 
(6), u -линии имеют евклидовы касательные векторы (7). В точке 0 0( , )H t u  

области D  определения поверхности (5) можно задать направление 
du

q
dt

  

линией ( )u u t , проходящей через точку ,H  удовлетворяющую условию 

0t t

du
q

dt 
 . В выбранном направлении q  на поверхности (5) имеется линия 

 ( , ( ))t u t =     , , ( ) , , ( )t x t u t y t u t .  (8) 

Теорема 7. Во всякой точке 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ( , ), ( , ))P t u t x t u y t u  поверхно-

сти ( , )t u  (5) в естественной параметризации существует галилеева каса-

тельная плоскость , ,t uP    , уравнения которой: 

0x t t  , 0 0
1 ( 1)

( , )
2 2t u

t t
y x t x u x t u

     
 

, 0 0( , )t uz y t y u y t u   . 

# Находим производную ( , ( ))
d

t u t
dt

    функции (8): 

 =
1

1, ,
2t u t u

du du
x t x y y

dt dt
     
 

, 

см. теорему 2 и утверждение (в) свойства 2. Сумма векторов  
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t = 
1

1,
2tx t

   
 

 и u
du

dt
 = 0, ,u u

du du
x y

dt dt
 
 
 

, 

на основании (1) равна 

t + u
du

dt
 =  , 

т.е. вектор касательной   к линии ( , ( ))t u t  на поверхности ( , )t u  является 
линейной комбинацией векторов касательных к t -линии и u -линии поверх-
ности в каждой точке поверхности. По теореме 5 записываются уравнения 
плоскости , ,t uP    . # 

2.2 Кривизна кривой 

В пространстве-времени 3
1

aΓ  по аналогии с пространством 3Γ  [1] рас-

сматриваем кривую в естественной параметризации 

 ( )t = ( , ( ), ( ))t x t y t , t I R .  (9) 

По свойству 2 производные функции ( )t  таковы: 

 =
1

1, ,
2

x t y
   
 

  , = (0, 1, )x y  . 

Вектор   галилеев, вектор   евклидов, они взаимно перпендикулярны 
и вектор   является вектором главной нормали кривой (9). Единичный век-
тор n


 главной нормали определяется равенством 

 =| | n


.  (10) 

Величина | |  называется кривизной кривой (9) и обозначается .k  

2.3 Нормальная кривизна поверхности 

Со всякой точкой 0 0( , )P t u  поверхности (5) 

 = ( , )t u = ( , ( , ), ( , ))t x t u y t u , 2( , )t u  D R , 

связан репер PB = ( , , , )t uP n  
, векторы касательных t  (6) и u (7) вычисле-

ны в точке P , вектор n


 есть единичный вектор евклидовой плоскости 
, ,P    , перпендикулярный евклидову вектору u . Его координаты опреде-

ляются в результате дифференцирования евклидова вектора 
| |

u

u




 по пара-

метру u  [1, c. 59–60]: 

 n


= 0, ,
| | | |

u u

u u

y x 
   

.  (11) 

Как евклидов вектор, n


 перпендикулярен галилееву вектору касатель-
ной t  поверхности. Таким образом, PB  является ортогональным репером, 
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связанным с точкой P  поверхности (5) в естественной параметризации.  
С изменением параметров точка P  движется по поверхности, PB  – подвиж-

ный репер поверхности (5). 
Теорема 8. Первая квадратичная форма поверхности (5) в естественной 

параметризации пространства-времени Галилея 3
1

aΓ  задается равенствами 

 2ds = 
2

2 2

, если изменяется;

, если const.u u

dt t

x y t




 
  (12) 

# Малая дуга произвольной линии (8) на поверхности (5) есть d . Во 
всех направлениях на поверхности, кроме направления u -линии, длина этой 
дуги равна dt , в направлении u -линии длина дуги равна 

d = 2 2 2
u uu x y du   . Согласно галилеевой норме (3) в 3

1
aΓ  на поверхно-

сти (5) определяется метрика равенствами (12). # 
Обозначим: 

 2 2 2( , ) u u uE E t u x y     ,  (13) 

это единственный ненулевой и неединичный коэффициент первой квадра-
тичной формы поверхности. Первая квадратичная форма поверхности (5) за-
писывается в виде 

2ds =
2

2 2

, если изменяется;

, если не изменяется.u u

dt t

x y t





 

Функция (13) называется метрической функцией поверхности (5). На ос-
нове (13) единичный вектор нормали (11) поверхности (5) записывается в виде 

 n


=
1

(0, , )u uy x
E

 .  (14) 

Нормальной кривизной линии (8) на поверхности (5) называется  

nk =  n


, 

где   – производная второго порядка функции (8) по временному параметру 
t , n


 – нормаль поверхности (5), для сравнения см. (10). Величина nk  также 

называется нормальной кривизной поверхности (5) пространства-времени 

Галилея 3
1

aΓ . 

Теорема 9. Нормальная кривизна поверхности (5) есть функция на-

правления 
du

q
dt

  на поверхности (5): 

 nk = 2 2Aq Bq C  ,  (15) 

коэффициенты этой функции равны  

 , ,uu ttA n B tn C n       
  (16) 
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и вычисляются по формулам  

1
( )uu u uu uA x y y x

E
   ,  

 
1

( )ut u ut uB x y y x
E

   ,
1

( )tt u tt u uC x y y x y
E

    ;  (17) 

причем 0A   только в случае, если u -линии поверхности (5) являются пря-
мыми, если u  является естественным параметром u -линии, то A  есть 
кривизна u -линии; C  есть кривизна t -линии поверхности (5), см. (10). 

# Используя теорему 2 и свойство 1, находим полные производные 
функции (8): 

1
1, ,

2

d x x du y y du
t

dt t u dt t u dt

                
 , 

2

2

d

dt

  =
22 2 2 2 2

2 2 2
0, 1 ,

x x du x du x d u x du

u t dt t u dt u dtt dt u

                      
 

22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

y x du y du y d u y d u y du

t u dt u t dt u u dtt dt dt u

                        
. 

Вектор   евклидов, поэтому имеем разложение 

=
22

2
2tt tu u uu

du d u du

dt dtdt

         
 

, 

где вектор u  есть (7) и 

tt =
2 2

2 2
0, 1,

x y

t t

      
, tu =

2 2
0, ,

x y

t u t u

  
      

, uu =
2 2

2 2
0, ,

x y

u u

  
    

. 

Для получения нормальной кривизны поверхности находим евклидово 
скалярное произведение евклидовых векторов   и n


, учитывая u n


= 0: 

nk =  n


= uu n


2du

dt
 
 
 

+ tu n
 du

dt
+ tt n


. 

Вводим обозначения (16) и получаем нормальную кривизну поверхно-
сти (5) в виде (15). На основе (14) приходим к формулам (17). # 

Теорема 10. Вторая квадратичная форма поверхности (5) такова: 

 2 2II 2Adu Bdudt Cdt   ,  (18) 

ее коэффициенты определяются равенствами (16) и имеют значения (15). 
# При изменяющемся временном параметре t  нормальную кривизну 

(15) поверхности (5) записываем в виде 
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2 2

2

2Adu Bdudt Cdt

dt

 
, 

а если t  не изменяется, т.е. в направлении u -линии поверхности (5), то нор-
мальная кривизна nk  поверхности (5) не существует. # 

Числитель полученной дроби называется второй квадратичной формой 
поверхности (5), которая записана в (18). 

Нормальная кривизна поверхности (5) пространства-времени Галилея 
3
1

aΓ  и ее первая и вторая квадратичные формы точно такие же, как для по-
верхностей во всех известных галилеевых пространствах [1]. Поэтому свой-
ства поверхности (5), зависящие от нормальной кривизны nk  и квадратичных 
форм, такие же, как во всех галилеевых пространствах. Квадратный трехчлен 
(15) нормальной кривизны поверхности может иметь от 0 до 2 корней или все 
его коэффициенты равны нулю: 0A B C   . Следовательно, поверхность 
может иметь соответственно от 0 до 2 асимптотических направлений или 
всякое направление на поверхности является асимптотическим. В связи с 
этим обыкновенная точка поверхности может быть эллиптической, параболи-
ческой, гиперболической или точкой уплощения. 

3 Полная и средняя кривизны поверхности 

3.1 Определение полной и средней кривизн 

На поверхности выделяются два направления – направление u -линии, 
которому не соответствует никакое значение величины ,q  и экстремальное 

направление эk  нормальной кривизны. 

Лемма 5. Производные единичного вектора нормали поверхности (5) 
коллинеарны вектору u  касательной к u -линии поверхности: 

 t u
B

n
E

  
, u u

A
n

E
  

.  (19) 

# Продифференцируем скалярное произведение евклидовых векторов 
0un  : 

0ut u tn n    
, 0uu u un n    

. 

Первые слагаемые правых частей полученных равенств являются ко-
эффициентами (16) второй квадратичной формы (18) поверхности (5): 

0u tB n  
, 0u uA n  

; откуда 

u tn B  
, u un A  

. 

Запишем разложения векторов ,t un n
 

 по векторам ортогонального под-

вижного репера PB , п. 2.3, поверхности (5): 

1 2 1 2
1 1 1 2 2 2,t t u u t un B B C n n B B C n            

. 

Так как все рассматриваемые векторы, кроме t , евклидовы, вектор t  

галилеев, то 1 1
1 2 0B B  , таким образом, имеем 
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2 2
1 1 2 2,t u u un B C n n B C n        

. 

Векторы ,t un n
 

, как производные единичного евклидова вектора n


, 

перпендикулярны вектору n


, вектор n


 перпендикулярен вектору u . Умно-

жим последние равенства скалярно на вектор u :  

u tn 
= 2 2

1 uB  , u un 
= 2 2

2 uB  , 

здесь 0un  , 2
u E  , см. (13). Теперь получаем (19). # 

Установленная лемма соответствует теореме Родрига евклидовой гео-
метрии [5, с. 97], согласно которой векторы ,t un n

 
 коллинеарны главным на-

правлениям на поверхности. Поэтому можно считать, что направление  
u -линии поверхности является ее главным направлением. На направлении  
u -линии параметр t  не изменяется, поэтому в направлении u -линии nk  = A .  
В качестве второго главного направления на поверхности возьмем направле-
ние экстремальной кривизны. 

Лемма 6. Экстремальное направление на поверхности есть 

э
B

q
A

 , 

экстремальное значение нормальной кривизны поверхности (5) равно 

 эk =
2AC B

A


.  (20) 

# Функцию нормальной кривизны nk = ( )f q  (15) поверхности продиф-
ференцируем по q  и экстремальное направление на поверхности найдем из 
условия  

( ) 0f q  . 

Имеем ( ) 2 2 0f q Aq B    , откуда находим э
B

q
A

 . В этом направ-

лении экстремальная нормальная кривизна поверхности есть (20). # 
Произведение значений нормальных кривизн в указанных направлени-

ях называется полной кривизной поверхности, а их сумма называется средней 
кривизной поверхности. 

Теорема 11. Полная и средняя кривизны поверхности пространства-

времени Галилея 3
1

aΓ  вычисляются по формулам  

 2K AC B  , 
2aA AC B

H
A

  .  (21) 

# Согласно определению эK Ak , эH A k   подставляем эk  из (20). # 

3.2 Примеры 

Вычислим полную кривизну некоторых поверхностей пространства-

времени Галилея 3
1

aΓ  с нелинейной геометрией. 
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1. Естественная параметризация плоскости, согласно теореме 3, такова: 

( , )t u =
2

, 2 ,
2

t
t pt t u g at su h
 

       
 

. 

Производные функции ( , )t u  равны 

t =
1 1

1, 1 , 1, ,0
2 2

p t t q p
           
   

, u = (0, , )r s , 

tt = (0,0,0) , tu = (0,0,0) , uu = (0,0,0) . 

По (16) и (21) nk = 0 и 0K  . 

2. Параболические цилиндры описываются векторными функциями: 

( , )t u = 2, ,
2

a
t u t
 
 
 

; ( , )t u  = 2, ,
2

a
t t u
 
 
 

; 0a  . 

В первом случае имеем производные: 

t =
1

1, ,
2

t at
  
 

, u = (0,1,0) , n


 = (0,0,1) , 

tt = (0, 1, )a , tu  = (0,0,0) , uu  = (0,0,0) . 

По (13) 1E  , по (19) 0, 0,A B C a   ; и по (15) nk = a , по (21) 0K  . 

Во втором случае: 

t =
1

1, ,0
2

at t
   
 

, u = (0,0,1) , n


 = (0,1,0) , 

tt = (0, 1,0)a  , tu  = (0,0,0) , uu  = (0,0,0) . 

По (13) 1E  , по (19) 0, 0, 1A B C a    ; по (15) nk = 1a  , но при 

1a   nk = 0; по (21) 0K  . 

3. Параболоиды могут быть заданы функцией 

( , )t u = 2 2, ,
2 2

a b
t u t u
  
 

. 

При 0ab   функция задает эллиптический параболоид, при 0ab   – 
гиперболический параболоид. Имеем: 

t =
1

1, ,
2

t at
  
 

, u = (0,1, )bu , 2 21E b u  , n


 =
2 2

1
(0, ,1)

1
bu

b u



, 

tt = (0, 1, )a , tu  = (0,0,0) , uu  = (0,0, )b . 

По (19) 
2 2 2 2

, 0,
1 1

b a bu
A B C

b u b u

  
 

; по (21) 
2

2 21

ab b u
K

b u




. 
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4. Параболоид вращения 

( , )t u = 2 2( , cos , sin )t t u t u . 

Производные: 

t =
1

1,2 cos ,2 sin
2

t u t t u
   
 

, u = 2 2(0, sin , cos )t u t u , 4E t ,  

n


= (0, cos , sin )u u  , tt = (0,2cos 1,2sin )u u ,  

tu  = (0, 2 sin ,2 cos )t u t u , uu  = 2 2(0, cos , sin )t u t u  . 

2
2

2 cos
, 0,

u
A t B C

t

    ; по (21) 2 cosK u   . 

5. Полусфера 

( , )t u =
2 2 2 2

, cos , sin
R t R t

t u u
R R

   
 
 

; 

t =
2 2 2 2

1
1, cos , sin

2

t t
u t u

R R t R R t

    
   

,  

u =
2 2 2 2

0, sin , cos
R t R t

u u
R R

   
 
 

, 
2 2

2

R t
E

R

 , n


 = (0, cos , sin )u u  , 

tt =
2 2 2 2

3 3
2 2 2 2

2 2
0, cos 1, sin

R t R t
u u

R R t R R t

 
   
         

    

,  

tu =
2 2 2 2

0, sin , cos
t t

u u
R R t R R t

  
   

,  

uu =
2 2 2 2

0, cos , sin
R t R t

u u
R R

    
 
 

. 

По (19) 1,A   0,B   
2 2

3
2 2

2
cos

R t
C u

R R t

 
  
 

; по (21) 

2 2

3
2 2

2
cos

R t
K u

R R t

 
  
 

. 
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6. Геликоид есть поверхность 

( , )t u = ( , cos , sin )t u mt u mt .  

t =
1

1, sin , cos
2

mu mt t mu mt
   
 

, u = (0, cos , sin )mt mt , 1E  ,  

n


= (0, sin , cos )mt mt , tt = 2 2(0, cos 1, sin )m u mt m u mt   ,  

tu = (0, sin , cos )m mt m mt , uu = (0,0,0) . 

0, , sinA B m C mt   ; 2K m  . 

Полная кривизна галилеевой плоскости постоянна и равна нулю. Всякая 
точка плоскости является точкой уплощения. Параболические цилиндры имеют 
постоянную нулевую кривизну; при 1a   на поверхностях в каждой точке су-
ществует единственное асимптотическое направление – евклидово, направле-
ние t -линии не асимптотическое. При 1a   направление t -линии асимптоти-
ческое и всякая точка параболического цилиндра есть точка уплощения, т.к.  
t -линия в этом случае является прямой линией, ее кривизна равна нулю, см.  
п. 2.2. Параболоиды имеют изменяющуюся ненулевую кривизну, хотя некото-
рые параболы обладают нулевой кривизной, как отмечено в предыдущем пред-
ложении. Полная кривизна сферы непостоянна в пространстве-времени Гали-
лея, а в евклидовой геометрии постоянна. Геликоиды имеют постоянную отри-
цательную полную кривизну, ее величина может быть любой заданной. 
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УДК 517.6 
М. Ю. Медведик, И. А. Родионова, Ю. Г. Смирнов 

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ  
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ЗАДАЧЕ  
ДИФРАКЦИИ В СЛОЯХ, СВЯЗАННЫХ ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЕ* 
 
Аннотация. Статья посвящена разрешимости краевой задачи дифракции для 
системы уравнений Максвелла в слоях, связанных через отверстие. Слои 
сформированы тремя идеально проводящими и бесконечно тонкими парал-
лельными плоскостями. Электромагнитные параметры в разных областях мо-
гут быть различны. Используются условия Свешникова-Вернера на бесконеч-
ности. Применяется метод функций Грина для сведения краевой задачи к псев-
додифференциальному уравнению на отверстии, которое рассматривается в 
пространствах Соболева. Устанавливается фредгольмовость уравнения. Дан-
ная задача принадлежит классу задач о связи объемов через отверстие.  

Ключевые слова: краевая задача, электромагнитная задача дифракции, инте-
гральное уравнение, численный метод. 
 
Abstract. The paper is devoted to the solvability of boundary value problem of dif-
fraction for Maxwell equations in layers connected though a hole. The layers are 
formed by three infinitely thin and perfectly conducting parallel planes. Electro-
magnetic parameters can be different in the layers. Radiation conditions by Werner-
Sveshnikov are used at the infinity. Method of Green functions is applied for reduc-
tion of boundary value problem to the pseudodifferential equation on a hole in 
Sobolev spaces. Fredholm property is established. The problem belongs to the class 
of problems of connection of volumes via a hole. 

Keywords: boundary value problem, electromagnetic scattering, integral equations, 
numerical method. 

1 Постановка задачи 

Векторные задачи дифракции о связи через отверстие полупространства  
с полупространством, полупространства со слоем и полупространства с прямо-
угольным полубесконечным волноводом были рассмотрены в работе [1]. 

Рассмотрим задачу дифракции стороннего монохроматического электро-

магнитного поля 0 0,E H  в экранированных слоях, связанных через отверстие. 

Пусть   1 2 3 3, , : 0 1U x x x x x      и  3: 1 0U x x      – слои, 

сформированные тремя идеально проводящими и бесконечно тонкими парал-

лельными плоскостями, отверстие  2 3
3 0R x R     – ограниченная об-

ласть с кусочно-гладкой границей    , состоящей из конечного числа 

простых дуг класса C , сходящихся под углами, отличными от нулевого. 

Предполагается, что падающее поле 0 0,E H  является решением системы 

уравнений Максвелла в слое U   без отверстия с краевым условием 

                                                           
* Работа выполнена в рамках ФЦП Минобрнауки РФ «Развитие научного потенциала 
высшей школы (2009–2010 годы)» (регистрационный № 2.1.1/1647) и при поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований (грант № 06-07-89063а). 
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3 3

0

0, 1
0

x x
E  

   (1) 

и создается источниками, расположенными вне  , поэтому 

  0H C
 

  . (2) 

Поле 0 0,E H  в слое U   тождественно равно нулю. 

Будем считать, что среды в U   и U   имеют постоянные электромаг-
нитные параметры 1 , 1  и 2 , 2  соответственно, относительно которых 

предполагаем, что Im 0j  , Re 0j  , Im 0j  , Re 0j  , 2 2
j j jk     , 

Im 0jk  ,  0jk  , где 0  – круговая частота. 

Рассмотрим случай E -поляризации в задаче дифракции падающего 

поля 0 0,E H  на отверстии  , соединяющем два параллельных слоя U   и 

U  . Эта задача  состоит в определении рассеянного E -поляризованного 

электромагнитного поля ,E H ,  3: 0, 0,E E  и  1 2: , , 0H H H , удовлетво-

ряющего условиям: 

      2

0 0

, \ \E H C U C U C U 
 

 
    , (3) 

где U U U   ,  : : ,x x y y        ;  

– однородным уравнениям Максвелла 

rot H i E   , 

 rot ,E i H x U   , (4) 

– краевым условиям 

 3

3
0

E

x 





, (5) 

где 0        ,  2
0 3: 0, \x x x R     ,  3: 1x x     (выпол-

няются только на гладких частях поверхности  ),  
– условиям сопряжения на границе раздела сред 

   0E   , (6) 

   0H H  
     , (7) 

где    
3 3

1 2
0 0

: lim lim , ,
x x

f f f x x x  
    ;  

– условиям конечности энергии в любом ограниченном объеме 

  2, locE H L U ;  (8) 
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– условиям Свешникова-Вернера на бесконечности: при x U   (при 

x U   аналогично): 
• если 2Im 0   или 2Im 0  , то 

  1 2, , :E H x       ,  (9) 

равномерно по всем направлениям x   и по 3x ; 

• если 2 2 2Im 0, Im 0 , 0       и 2 0,   то потребуем, чтобы коэф-
фициенты Фурье 

    
0

3 3
1

2 cosnu x u x nx dx


   ;  (10) 

для компонент 1 2,u H H  или 3E  удовлетворяли условиям: 

    1 2 1 2, ,n n n nu ik u u         


, (11) 

- при 2 2 2 2: 0nk k n     ( 0nk  , если k n   и 0nk  , если k n  ), 

  1 ,nu    , (12) 

- при 0nk  , и 

    1 2 1 2, ,n nu u          , (13) 

- при Im 0nk  , равномерно по всем направлениям x   и по n . 

Соотношение (11) определяет условия Зоммерфельда для двумерной 
ограниченной области, а (12) является условием на бесконечности для дву-
мерного уравнения Лапласа. Эти условия накладываются лишь на конечное 
число коэффициентов Фурье; следовательно, равномерность по n  для них не 
требуется. Требование равномерности оценок (13) по n  существенно и будет 
использовано ниже. 

Из уравнений Максвелла (4) следует, что для 3u E  получаем краевую 
задачу: 

    2 0, 1 , 2ju k u x U j x U j        ; (14) 

 

0 3
3 3 1

0
x

u u

x x 

  
 

; (15) 

   3
0u E 

      , 
3

0
u

x


    
; (16) 

      2

0 0

\ \u C U C U C U 
 

 
    , (17) 
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  2
locu L U   (18) 

со сформулированными выше условиями на бесконечности (9)–(13). 

2 Функция Грина для слоя 

Рассмотрим функцию Грина UG  для уравнения Гельмгольца для слоя 

:U U  . Относительно волнового числа k  считаем, что Im 0k   и 0k  . 

Функция Грина UG  может быть представлена в форме [2]: 

      *
33

*
3 3

exp 2exp 21
,

4 2 2

U

j

ik x y jeik x y je
G x y

x y je x y je





            

 , (19) 

где  3 0, 0, 1e  . Представление имеет смысл при Im 0k   и ,k n n   .  

В дальнейшем потребуются свойства следа функции UG  при 3 0x   и 

3 0y  . Выделим особенность при 0x y    функции  ,UG x y  : 

 
 

 3 3

1 22 2

1 20 2 2

exp 4
1

,
2

4

U U

x y
j

ik x y j

G G x y

x y j



  

 
   

    
   
  

 
 

1 22 2
2 2

1 22 21 1

exp 4
1 1 1

2 2 2
4

ik x y ikj ikj

j j

ik x y j
e e e

x y j j
x y j

   

 

  
    

                 
 

   

          21 1
ln 1 , ,

2 2

ik x y
ike

e B x y L x y P k B x y
x y

 
            

   
, (20) 

где 

    21
ln 1

2
ikP k e 


. (21) 

Здесь ln z  обозначает аналитическое продолжение вещественной функ-
ции ln , 0t t   на множество \ ( , 0]C i   и 

 
 

 

1 22 2
2

1 22 21

exp 4
1

, :
2

4

ikj

j

ik x y j
e

B x y
j

x y j





  
    

            
 

 . 

Для коэффициентов  ,jb x y   ряда  ,B x y   и их производных любого 

порядка   по jx  и jy  верны оценки [2]  
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   2, , ,jD b x y C j x y 
    , (22) 

равномерные на каждом компакте 2R . Следовательно, мы доказали, что 

 2 2B C R R  . 

Из представления (19) получаем, что функция  , ;U UG G x y k  анали-

тична по k  в  : Im 0C k k   . 

3 Псевдодифференциальное уравнение на отверстии 

Обозначим через  U  множество значений  , при которых функции 

Грина U
jG  не определены:      1 2U U U    ,    2: :j j jU        

2 2,n n   , 1, 2j  . 

Тогда, как показано в [2],  , ;U
jG x y   непрерывно дифференцируема 

по ix  и iy  любое число раз в   \ , :U U x x x U   и непрерывна по    

в  \R U  ,  : 0R     . 

Определим потенциалы: 

      ,

R

U
j j y

S

V x G x y y ds  , (23) 

где x U   при 1j  , x U   при 2j  , 

  3, , 1 1R R RS T T x R x        ; (24) 

    Ry C S  . (25) 

Потенциалы jV  стремятся к нулю равномерно при R   по 

 \C U   [2]. 

Используя это свойство потенциала, имеем 

             
3 3 3

, , , .

R

U
jU U

j y j y
S

Gu u
u x G x y y ds G x y y x y u y ds

x x x




      
    

  (26) 

Второе слагаемое в (26) стремится к нулю при R   равномерно по 

 \C U   и по x  в каждой ограниченной подобласти U  . 

Используя условия сопряжения, сводим задачу (14)–(18) к интеграль-
ному уравнению: 

           1 1 2 2: , , ,U UA A G x y G x y y ds f x x



                 ; (27) 
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      
3

du
y y y

dx
     ; (28) 

  1 2: ,x x x   и  1 2: ,y y y  ,    f x C   ; (29) 

  
 

 

1 22 24

1 22 2

1
,

2
4

jik x y m
U
j

m

e
G x y

x y m

  


  

   
 . (30) 

Мы рассматриваем (27) как псевдодифференциальное уравнение для 

оператора  A   из  1 2H    в  1 2H   [3]. Уравнение (27) будет опреде-

лять псевдодифференциальный оператор с главным символом  1 2
1  


 [1]. 

Оператор  A   будет эллиптическим [1, 4]. Используя (20) и (27), представ-

ляем  A   в следующем виде: 

                1 1 1 1 2 2 2 2A L P B L P B               , (31) 

где    j jL L k  ,    j jP P k  ,    j jB B k   – интегральные операторы. 

Примем обозначения   1 1 2 2( ) ( )L L L     , 1 1 2 2( ) ( ) ( )P P P     , 

     1 1 2 2B B B       . Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.      1 2 1 2:L H H     является фредгольмовым опера-

тором.      1 2 1 2:B H H     – компактный оператор для всех R . 

Оператор      1 2 1 2:A H H     – фредгольмов для всех R  таких, 

что  U . 

Действительно, т.к. оператор    2 2,B x y C R R    , то  B   ком-

пактен. Фредгольмовость и обратимость оператора  L   доказана в [1]. То-

гда в силу одномерности образа оператора  P   следует, что оператор  A   

фредгольмов. 

4 Численный метод решения псевдодифференциального уравнения 

Рассмотрим метод Галеркина для решения интегрального уравнения 
(27), имеющего слабую особенность. 

Пусть  U  1, 2j  , и уравнение A f   имеет единственное 

решение, где    1 2 1 2:A H H     – интегральный оператор, 

      1 1 2 2, ,U UA G x y G x y y ds



          . 
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Для удобства дальнейшего изложения приведем основные утверждения 
о сходимости методов Галеркина для уравнений с эллиптическими операто-
рами [4, 5]. 

Рассмотрим приближенное решение линейных операторных уравнений 
с помощью проектирования их на подпространства, которые будем считать 
имеющими конечную размерность. Ниже все операторы предполагаются ли-
нейными. 

Определение 1. Пусть X  и Y  – гильбертовы пространства и 
:A X Y  – ограниченный инъективный оператор. Пусть nX X  и nY Y  – 

две последовательности подпространств с условиями dim dimn nX Y n   и 

пусть :n nP Y Y  – проекционные операторы. Рассмотрим проекционный ме-

тод, образованный посредством nX  и nP , который аппроксимирует уравнение 

 A f    (32) 

с помощью приближенного уравнения 

 n n nP A P f  .  (33) 

Этот проекционный метод называется сходящимся для оператора A , 
если существует число N  такое, что для каждого Imf A  ( Im A  – образ 

оператора A ) приближенное уравнение (33) имеет единственное решение 

n nX   для всех n N , и если эти решения сходятся n   при n    

к единственному решению   уравнения (32). 

В общем случае можно ожидать сходимость метода только тогда, когда 
подпространства nX  предельно плотны в X : 

 inf 0,
nX

n


    ,  (34) 

для всех X . Свойство (34) называют также свойством аппроксимации 

(произвольный элемент из X  может быть аппроксимирован элементами из 
подпространства nX  с любой точностью в норме   пространства X ).  

В последующем анализе будем всегда предполагать, что это условие выпол-
няется. 

Если проекционный метод сходится, то верна оценка скорости сходи-
мости [4, 5] 

 inf
n

n
X

M


         (35) 

для некоторой константы M .  
Оценка (35) называется квазиоптимальной. Она показывает, что ошиб-

ка в проекционном методе определяется тем, как хорошо точное решение 
может быть аппроксимировано с помощью элементов подпространств nX   

в норме пространства X . 
Утверждение 1 [4, 5]. Предположим, что :A X Y  есть ограниченный 

оператор, имеющий ограниченный обратный 1 :A X Y  , и что проекцион-
ный метод (33) является сходящимся для A . Пусть оператор :K X Y  ком-
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пактен и A K  – инъективен. Тогда проекционный метод (33) сходится для 
оператора A K . 

Для операторных уравнений в гильбертовых пространствах проекцион-
ный метод, строящийся с помощью ортопроекторов на конечномерные под-
пространства, приводит к методу Галеркина. Пусть :A X Y  инъективный 
линейный ограниченный оператор и пусть :n nP Y Y  – последовательность 

ортопроекторов. Тогда n nX   будет приближенным решением уравнения 

A f   с помощью проекционного метода, образованного посредством вы-

бора пространств nX  и проекторов nP , тогда и только тогда, когда 

    , ,n YY
A g f g  , ng Y  ,  (36) 

где  , Y   – скалярное произведение в Y . Уравнение (36) называют уравне-

нием Галеркина. 
Будем рассматривать случай, когда Y X  , где X   – антидвойственное 

пространство к X  (пространство антилинейных ограниченных функционалов 
над X ) относительно некоторой ограниченной полуторалинейной формы ,  . 

Замечание 1. Все результаты этого параграфа остаются в силе, если 
взять Y X , но для уравнения электрического поля необходимо рассмотреть 
случай Y X  . 

Рассмотрим метод Галеркина, образованный с помощью подпро-
странств nX X , n nX  : 

 , ,nA f    , nX . (37) 

Если :J X X   – оператор, осуществляющий изоморфизм между X  и 

X  , то (37) эквивалентно уравнениям    , ,n YY
A J f J     для любого 

nX , или уравнениям (36), где  , Y   – скалярное произведение в Y X  , 

g J  , n nY JX . Таким образом, метод Галеркина (37) эквивалентен мето-

ду Галеркина (36). 
Определение 2. Оператор :A X X   будем называть коэрцитивным, 

если существует константа 0C   такая, что выполняется условие 

 2,A C      (38) 

для любого X . 

Замечание 2. Если выполняется условие 

 2Re ,A C      (39) 

для любого X  или условие 

 2Im ,A C      (40) 

для любого X , то справедливо и (38), поэтому оператор в этих случаях 

также будет коэрцитивным. 
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Определение 3. Оператор :A X X   будем называть эллиптическим, 
если существует компактный оператор :K X X   такой, что оператор 
A K  – коэрцитивный. 

Иногда перечисленные выше неравенства записывают для оператора 
A K , тогда они называются неравенствами Гординга. 

Утверждение 2 [4, 5]. Пусть :A X X   – коэрцитивный оператор, и 
подпространства nX X  обладают свойством аппроксимации. Тогда метод 

Галеркина (37) сходится. 
Утверждение 3 [4, 5]. Пусть :A X X   – инъективный эллиптический 

оператор, и подпространства nX X  обладают свойством аппроксимации. 

Тогда метод Галеркина (37) сходится. 
Таким образом, для сходимости метода Галеркина для уравнения с 

инъективным эллиптическим оператором необходимо и достаточно выполне-
ние условия аппроксимации и, если метод сходится, верна квазиоптимальная 
оценка скорости сходимости. 

Рассмотрим N -мерные подпространства  1/ 2
NV H   . Будем про-

водить аппроксимации точного решения уравнения   элементами N NV  . 

Методом Галеркина находим N  из системы уравнений 

 ( , ) ( , ),N NA v f v v V    . (41) 

Эти уравнения определяют конечномерные операторы :N N NA V V  , 

где NV   есть антидвойственное пространство к NV . Поскольку оператор 

 A  является эллиптическим для рассматриваемых значений  , то метод 

Галеркина сходится, если базисные функции удовлетворяют условию ап-
проксимации [1, 4, 5].  

Пусть   – прямоугольная область,    0, 0,a b      . Построим в об-

ласти   равномерную прямоугольную сетку: 

 1 1 1 2, ,x i i j jx a x a b x b         

 1 1 1 2, , 1, , 1,y i i j jy a y a b y b i n j m           

с шагом 1
a

h
n

  по оси  1 1x y  и шагом 2
b

h
m

  по оси  2 2x y . 

В качестве базисных выбираем функции вида 

      1 11, если , , ,

0, иначе.

i i j j
ij

x a a b b
v x         


  (42) 

Будем рассматривать семейство NV  из N nm  функций  ijv x , 

1, , 1,i n j m  . Очевидно, что выбранные функции удовлетворяют условию 

аппроксимации в пространстве  1/ 2H   . Тогда имеем следующий ре-

зультат. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 
96 

Теорема 2. Метод Галеркина (41) для уравнения (27) с выбором базис-
ных функций (42) сходится. 

Каждый элемент матрицы, соответствующей конечномерному операто-
ру, получается путем вычисления четырехкратного интеграла: 

         1 1 2 2: , ,U U
pq q pA G x y G x y y v x ds



           .  (43) 

Разобьем каждый элемент сетки на k  прямоугольников. Внутри каждо-
го такого прямоугольника выберем среднюю точку – точку пересечения диа-
гоналей. Интегрирование производим методом прямоугольников, суммируя 
значение функции во всех точках, умноженных на площадь прямоугольника. 
В связи с наличием особенности в функции Грина при интегрировании воз-
можна ситуация, приводящая к делению на нуль. Чтобы избежать этого, бу-
дем использовать метод, предложенный Андерссоном. Для этого рассмотрим 
отдельно интеграл, содержащий слабую особенность: 

  1

2

jik x y
e

I L x y ds ds
x y

 

 

    
     

0 1
1 1 1 1

2 2

jik x y
e

ds ds I I
x y x y x y

 

 

 
     

          
 
  . 

Сместим элемент сетки с помощью введения новой переменной 
t x y    ( y  фиксируем). Тогда (рис. 1) 1 1 1t x y  , 2 2 2t x y  , 

1 1 1 1i ia y t a y     , 1 2 2 2j jb y t b y     , 1 1dt dx , 2 2dt dx . 

 

 

Рис. 1 
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Вводя полярные координаты 1 cost    , 2 sint    , 1 2dt dt d d    , 

получим 

 1 1
1 1 1 1

2 2
x y y x

I L x y ds dx dy dy dx
x y x y

      

         
            

 

14

1

1 1 1
.

2 2

i

y y it y

i
i

dy dt dy d
t



 



   

    
       

Здесь 

 1 1 1 2,x i i j ja x a b x b        ; 

 1 1 1 1 1 2 2 2, , 1, , 1,t i i j ja y t a y b y t b y i n j m             ; 

  1
1 cos

ia y
  


,   2

2 sin
jb y

  


,   1 1
3 cos

ia y 
  


,   1 2

4 sin
jb y 

  


; 

1 2
1 5

1
arctg

j

i

b y

a y
 

    


, 
2

2
1

arctg
j

i

b y

a y


 


, 

1 1
3

2
arctg

2
i

j

a y

b y
   


, 
1 2

4
1 1

arctg
j

i

b y

a y





   


. 

Тогда внутренний интеграл вычисляется следующим образом: 

1 3 52 4

1 1 2 3 4

4
2 1 21 1 1

1
cos sin cos sin

i
j ji i

i
i

b y b ya y a y
d d d d d

   


     

  
       

          

   1 2
2 3

ln ln
2 4 2

21

a y tg b y tgi j

          
  

 

   1 2
4 5

ln ln1 12 4 2
43

a y tg b y tgi j

            
. 

Далее, решая систему линейных алгебраических уравнений (41), мы 
получаем решение задачи дифракции на экране прямоугольной формы. 

Ниже представлены результаты расчета модуля компоненты электриче-

ского поля 3| |E  на квадратном отверстии (рис. 2, 3). Величина шага равна 

8

93
, результирующая матрица размера 961 961  (рис. 2). 

Величина шага равна 
8

189
, результирующая матрица размера 

3969 3969  (рис. 3). 
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Рис. 2 
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Рис. 3 
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УДК 517.392 
И. В. Бойков, Б. М. Стасюк, Д. В. Тарасов 

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ  
ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Аннотация. Исследованы сплайн-коллокационные методы решения одномер-
ных и многомерных гиперсингулярных интегральных уравнений. Доказана раз-
решимость методов, а эффективность иллюстрируется численными примерами. 

Ключевые слова: гиперсингулярный интеграл, сплайн-коллокационный метод, 
теорема Адамара. 
 
Abstract. Spline-collocation methods for solving one-dimensional and many-
dimensional hypersingular integral equations are considered. Solvability of these 
methods are proved. Application of these methods are demonstrated by numerical 
examples. 

Keywords: hypersingular integral, spline-collocation method, Hadamard's theorem. 

Введение 

Многие задачи механики, электродинамики, физики моделируются од-
номерными и многомерными гиперсингулярными интегральными уравне-
ниями [1]. Для приближенного решения одномерных гиперсингулярных ин-
тегральных уравнений предложен ряд численных методов как прямых [2–4], 
так и основанных на сведении к сингулярным интегродифференциальным 
уравнениям. Исследования по приближенным методам решения многомер-
ных гиперсингулярных интегральных уравнений в настоящее время только на-
чинаются [5, 6]. В данной работе исследуются приближенные методы реше-
ния одномерных 

 
1 1 1

3 2
1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( )

x d x d
a t x t b t c t h t x d f t

tt  

         
       (1) 

и многомерных  

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 23/ 22 2

1 1 2 2

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )S

x d d
a t t x t t b t t f t t

t t

    
      

 , 1 2( , )t t S , (2) 

гиперсингулярных интегральных уравнений. В уравнении (2) S  – круг еди-
ничного радиуса с центром в начале координат. 

Интерес к этим двум конкретным видам гиперсингулярных интеграль-
ных уравнений вызван тем, что уравнением (1) моделируется электрический 
вибратор [7], а уравнением (2) – одна из задач теории разрушения – задача рас-
тяжения круглого цилиндра единичными усилиями перпендикулярными к его 
поверхности. При такой постановке задачи, уравнение (2) сводится к уравнению 

 
2 2
1 2 1 2 1 2

3/ 22 2
1 1 2 2

1 ( , )
1

( ) ( )S

x d d

t t

       


      
 , 1 2( , )t t S . (3) 
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В первом разделе даны определения гиперсингулярных интегралов, ко-
торые непосредственно используются в работе. Во втором разделе исследует-
ся применение сплайн-коллокационного метода нулевого порядка к решению 
уравнения (1). В третьем разделе исследуется сплайн-коллокационный метод 
нулевого порядка для решения уравнения (2). Из приведенных рассуждений 
следует, что этот метод применим к гиперсингулярным интегральным урав-
нениям, определенным в произвольных выпуклых областях. В качестве при-
ложения полученного утверждения рассмотрено уравнение (3). В четвертом 
разделе рассмотрены численные примеры.  

1 Определения гиперсингулярных интегралов 

Напомним определения гиперсингулярных интегралов, которые явля-
ются некоторым обобщением классического определения конечной части ин-
теграла, данного Ж. Адамаром [8]. 

Определение 1 [8]. Конечной частью интеграла 
 

 

b

p
a

f t dt

b t  , где 

0 1   , называется предел 

 
 

 
 

 
 

  1
lim

b x

p p px b
a a

f t dt f t dt B x

b t b t b x  

 
  
    

  .  (4) 

Здесь  B x  – произвольная функция, которая удовлетворяет следующим 

условиям: 1) предел (4) существует; 2) функция  B x  имеет непрерывные 

производные до  1p  -го порядка включительно в окрестности точки x b . 

Произвольный выбор функции  B x  никак не влияет на значение ко-

нечной части интеграла Адамара. 
Позднее это определение было обобщено Л. А. Чикиным [9] на случай, 

когда особая точка лежит внутри интервала интегрирования, и данные инте-
гралы рассматривают в смысле главного значения Коши-Адамара. 

Определение 2 [9]. Конечной частью интеграла 
 

 

1

1
p

d
с

 


  , 

1 1c   , 2, 3, ...p   называется предел 

 
 

 
 

 
 

 1 1

10
1 1

lim
c

p p p p
c

f
d d d

с с с




  

             
       

   , 

где функция  f   удовлетворяет следующим условиям: 1) имеет непре-

рывные производные до ( 1)p  -го порядка в окрестности точки c ; 2) пре-

дел существует. 
Дадим определение двумерных гиперсингулярных интегралов, которые 

непосредственно используются в работе: 
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 1 2 1 2
/ 22 2

1 2

( , )

( ) ( )

b d

p
a c

f d d

x y

   

      
  ,  (5) 

где a x b  , c y d  , 3, 4, ...p   
Введем обозначения:   – достаточно малое вещественное число; 

[ , ] [ , ]a b c d   . 

Определение 3. Конечной частью интеграла (5) называется предел 

 
*

1 2 1 2 1 2 1 2
/ 2 / 2 202 2 2 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
lim

( ) ( ) ( ) ( )

b d

p p p
a c

gf d d f d d

x y x y




 
          

                 

   , (6) 

где  * \ ( , ),R x y   ;  ( , ),R x y   – шар радиуса   с центром в точке 

( , )x y ;  g   – функция, удовлетворяющая следующим условиям: 1) предел 

(6) существует; 2) функция  g   имеет частные производные, по крайней ме-

ре, до  1p  -го порядка по каждой переменной в окрестности точки  ,x y . 

Иногда наиболее предпочтительным для непосредственных вычисле-

ний является определение, когда область *
  задана в несколько иной форме.  

Определение 4. Конечной частью интеграла (5) называется предел 

 1 2 1 2 1 2 1 2
/ 2 / 2 202 2 2 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
lim

( ) ( ) ( ) ( )

b d

p p p
a c

gf d d f d d

x y x y




 
          

                 

   , (7) 

где \ [ , ; , ]x x y y        ;  g   – функция, удовлетворяющая сле-

дующим условиям: 1) предел (7) существует; 2) функция  g   имеет частные 

производные по крайней мере до  1p  -го порядка по каждой переменной в 

окрестности точки  ,x y . 

Докажем эквивалентность двух последних определений. Для этого дос-
таточно показать, что 

1 2 1 2
2

2 2 2\
1 2

( , ) 1

( ) ( )
p p

f d d
O

x y


 


 

               

 . 

Нетрудно видеть, что  

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 22 2\
1 2 1 2

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
p p

G

f d d f d d

x y x y


  

        
               

   
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/ cos/ cos/ 4 2

2
0

8 2 ,
2

p

p p

A
d d

p

   


 

      
    

где  [ , ; , ] \ ( , ),G x x y y R x y        . 

Таким образом, эквивалентность определений 3 и 4 доказана. 
Введем также определение гиперсингулярных интегралов для случая, 

когда особая точка лежит на границе области. 
Определение 5. Конечной частью интеграла (6) называется предел 

 1 2 1 2 1 2 1 2
/ 2 / 2 202 2 2 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
lim

( ) ( ) ( ) ( )

b d

p p p
a c

gf d d f d d

a y a y




 
          

                 

   , (8) 

где  \ ( , ),R a y    ;  ( , ),R a y   – шар радиуса   с центром в точке 

( , )a y ;  g   – функция, удовлетворяющая следующим условиям: 1) предел 

(8) существует; 2) функция  g   имеет частные производные по крайней ме-

ре до  1p  -го порядка по каждой переменной в окрестности точки ( , )a y . 

В случае, если особая точка расположена в вершине прямоугольника 
[ , ; , ]a b c d , может быть введено аналогичное определение. 

2 Приближенное решение одномерного гиперсингулярного  
интегрального уравнения с особенностью третьего порядка  

Приближенное решение уравнения (1) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции ( )Nx t , определенной формулой  

1

0

( ) ( )
N

N k k
k

x t t



    

где  

1, при ,
( )

0, при [ 1,1] \ ,
k

k
k

t
t

t


     

 

1[ , )k k kt t   , 0,1, ..., 2k N  , 1 1[ , ]N N Nt t   , 1 2 /kt k N   , 
0,1, ..., .k N  

Введем еще одну систему узлов /k kt t k N  , 0,1, ..., 1.k N   Тогда 

коэффициенты { }k , 0,1, ..., 1k N   определяются из системы линейных ал-
гебраических уравнений 

1 1

3 2
0 0

( ) ( ) ( )
( )

k k

N N

l l l k l k
lk kl

d d
a t b t c t

tt

 

  

      
  

    

 
1

0

( , ) ( )

k

N

k l l
k

h t d f t


 

      , 0,1, ..., 1.l N    (9) 
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Докажем сходимость коллокационного метода. Для этого воспользуем-
ся теоремой Адамара о разрешимости систем линейных алгебраических 
уравнений [10]. 

Теорема 1 (Адамара). Если для матрицы A  размерности n n  выпол-
няются неравенства  

1

n

ii ij
j
i j

a a



 , 1, 2, ...,i n , 

то матрица A  является невырожденной. 
Оценим модули диагональных элементов, принимая во внимание, что 

данные интегралы рассматриваются в смысле Адамара. Очевидно, что 

1/ 0 1/
2

3 3 3
1/ 1/ 0

N N

N N

d d d
N

 

      
    , 

1/

2
1/

2
N

N

d
N



  
 . 

Рассмотрим частный случай, когда коэффициенты ( )lb t  и ( )lc t  имеют 

одинаковый знак, а коэффициент ( )la t  – протовиположный. Получаем, что:  

3 2
( ) ( ) ( ) ( , )

( )
l l l

l l l l
ll

d d
a t b t c t h t d

tt  

      
      

3 2
( ) ( ) ( ) ( , )

( )
l l l

l l l l
ll

d d
a t b t c t h t d

tt  

       
      

2 * 2 *2 2
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) .l l l l l la t b t N Nc t H a t b t N c t N H

N N
         (10) 

Здесь * max ( , )H h t  . 

Оценим сумму модулей внедиагональных элементов.  

1

3 2
0

( ) ( ) ( , )
( )

k k k

N

l l l
lk l

k l

d d
b t c t h t d
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

   
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1 1 1
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0 0 0
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k l k l k l

d d
b t c t h t d
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  

    
  

      
  

      

1 1 1
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N N N

l l l
lk k kl

k l k l k l

d d
b t c t h t d
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  

    
  
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  

      
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1 1 1

3 2
0 0 0

( ) ( ) ( , )
( )

k k k

N N N

l l l
lk k kl

k l k l k l

d d
b t c t h t d

tt

  

    
  

     
  

     . 

Оценим каждое слагаемое в отдельности, используя определение инте-
грала Адамара. При этом, для краткости, промежуточные вычисления опус-
каются. Очевидно, при 0, 1l N   имеем  

1

11

1 3 3 3
0 1 ( ) ( )

l

k l

tN

l lk l t
k l

d d d
I

t tt




  


      
    

     

       
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
1

2 2 1 2 2 2 12 1 2 1l l

N N
l N lt t

 
      
      

. 

Как видно, максимальное значение данного выражения достигается при 
( 1) / 2l N   (не ограничивая общности, будем считать, что N  нечетно). То-

гда получим 

 2
1 2

1
1I N

N

   
 

. (11) 

Аналогично: 
– при 0l   получаем: 

 
1
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3 3 2
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d d
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

 


   
   

    

– при 1l N   получаем: 

 

11
2

3 3 2
10 1 1

1 1

2( ) 2 2 1
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tN
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d d
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
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Далее оценим следующую сумму: 
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(1 ) (1 ) (2 1) (2 2 1)l l
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t t l N l
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           

. 
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Как видно, максимальное значение данного выражения достигается при 
( 1) / 2l N   (не ограничивая общности, будем считать, что N  нечетно). То-

гда получим 

 2
2

2I N
N

   
 

. (12) 

Для случая 0l   получаем 
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0 00

1
1 .
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d d
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

 


   
   

    

Для случая 1l N   получаем 

11

2 2
1 10 1

1
1 .

(2 1)( ) ( )

N

k

tN

N Nk
k l

d d
N

Nt t



   


   
   

    

Далее оценим сумму, содержащую регулярные интегралы: 

 
1

*

0

2
( , ) 2

k

N

l
k
k l

h t d H
N



 


     
 

  . (13) 

Здесь * max ( , )H h t  . 

Теперь, принимая во внимание оценки (10)–(13), покажем, что система 
аппроксимирующих уравнений однозначно разрешима. Для этого воспользу-
емся условиями теоремы Адамара, которые будут выглядеть следующим об-
разом:  

2 * 2
2

2 1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 1l l l la t b t N c t N H b t N

N N

       
 

 

*2 2
( ) 2 2lc t N H

N N
         
   

. 

Отсюда следует неравенство 

 *
2

( ) 2 ( )
( ) 2 l l

l
b t c t

a t H
NN

   .  (14) 

Таким образом, справедливость соотношения (14) влекет за собой вы-
полнимость условия теоремы Адамара. В случае значительного увеличения 
числа элементов разбиения и соответственно размерности системы аппрок-
симирующих уравнений неравенство (14) примет вид 

*( ) 2la t H . 
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Замечание 1. При рассмотрении одномерного гиперсингулярного ин-
тегрального уравнения вида (1), не содержащего регулярный интеграл, усло-
вие (14) будет выполняться автоматически. 

Замечание 2. При рассмотрении гиперсингулярного интегрального 
уравнения (1) при ( ) 0a t   и ( ) 0h t   из условия (14) следует его разреши-

мость при 1N  . 
Выше был рассмотрен частный случай гиперсингулярного интеграль-

ного уравнения (1). Интерес к этому случаю вызван тем, что уравнениями ви-
да (1) при ( ) 0a t   и ( ) 0h t   описывается уравнение электрического вибрато-

ра [7]. 
В общем случае приближенное решение уравнения (1) ищется в виде 

кусочно-постоянной функции ( )Nx t , коэффициенты { }k , 0,1, ..., 1k N  , 

которой определяются из системы линейных алгебраических уравнений 

1 1

3 2
0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ' ( ) '

( )
k k

N N
k k

l N l l k l k
lk kl

d d
a t x t b t c t

tt

 

  

     
    

  
    

1

0

( , ) ( ) ( )

k

N

l N l
k

h t x d f t


 

      , 0,1, ..., 1,l N   

где '  означает суммирование по , 1, ..., 1, 1, ..., 1.k l v l v l l l v         

Величина параметра v  выбирается из условия выполнения теоремы Адамара 
об обратимости матриц. Существование такого параметра доказывается по 
аналогии с работами [2–4]. 

3 Сплайн-коллокационный метод 

Рассмотрим гиперсингулярное интегральное уравнение вида (2). Для 
приближенного решения этого уравнения покроем область интегрирования  
S  следующей сеткой. 

Обозначим через N  достаточно большое натуральное число и покроем 

область  21,1D    квадратами  1 1, ; ,kl k k l lv v v v   , , 0,1, ..., 1k l N  , где 

1 2 /kv k N   , , 0,1, ...,k l N . Квадраты kl , полностью расположенные в 

области S , назовем базисными и обозначим их через *
kl . Квадраты kl ,  

не являющиеся базисными, но имеющие с областью S  пересечение с мерой 

больше нуля (это пересечение обозначим через **
kl ), назовем отмеченными. 

Каждый из отмеченных квадратов объединяем с тем из базисных квадратов, 
для которого общая граница с отмеченным квадратом будет наибольшей. 

Таким образом, пусть общее число базисных квадратов *
kl  (через *

kl  

обозначен базисный квадрат *
kl , если он не имеет присоединенного отме-

ченного квадрата, или объединение базисного квадрата *
kl  с присоединен-

ной областью **
kl , если базисный квадрат граничит с соответствующим от-
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меченным квадратом) равно 0N . Обозначим центры базисных квадратов 

через *
klv . 

Приближенное решение уравнения (2) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции 

 
1 1

*
1 2 1 2

0 0

( , ) ' ( , )
N N

N kl kl
k l

x t t t t
 

 
    ,  (15) 

где '  означает суммирование по базисным квадратам; 

*
1 2*

1 2 *
1 2

1, при ( , ) ,
( , )

0, при ( , ) \ .

kl
kl

kl

t t
t t

t t D

   
 

 

Коэффициенты { }kl  будем определять из системы линейных алгеб-

раических уравнений, которая строится следующим образом. 
Подставим в уравнение (2) вместо неизвестной функции 1 2( , )x t t  ее 

приближенное значение 1 2( , )Nx t t  и приравняем обе части уравнения (2)  

в точках *
klv , являющихся центром базисных квадратов. В результате прихо-

дим к системе алгебраических уравнений вида 

 
*

1 1
* * *1 2

3/ 22 20 0 1 2

( ) ' ( ) ( )
( ) ( )ij

N N

kl kl kl ij kl
i j k l

d d
a v b v f v

v v

 

  

    
      

   ,  (16) 

, 0,1, ..., 1k l N  . 
Исследуем сходимость вычислительной схемы (16). Для этого восполь-

зуемся теоремой Адамара об обратимости квадратных матриц.  
Прежде всего необходимо оценить снизу интеграл  

 

1 1

1 2
3/ 22 21 1 1 2

N N

N N

d d

 

 

    
    (17) 

и оценить сверху сумму 

 
*

1 1
1 2

3/ 22 20 0 1 2

'
( ) ( )ij

N N

i j k l

d d

v v

 

  

 

      

   ,  (18) 

где '  означает суммирование по ( , ) ( , )i j k l . 

Нетрудно видеть, что сумма (18) имеет наибольшее значение при 

( , ) 1, 1
2 2

N N
k l

              
 (не ограничивая общности можно считать N  не-

четным числом). 
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Таким образом, вместо (18) достаточно оценить сумму  

 
*

1 1
1 2

3/ 22 20 0 1 2

''

ij

N N

i j

d d 

  

 

    

   ,  (19) 

где ''  означает суммирование по ( , ) 1, 1
2 2

N N
i j

              
. 

Приступим к оценке интеграла (17) и суммы (19). 
Очевидно, 

1 1

1 2 1 2
3/ 2 3/ 22 2 2 21 1 11 2 1 20,

N N

B
N N N

d d d d

    
 

    
           

    

 
 

 

1 2
3/ 20 2 21 1 20, \ 0,

lim 2

B B
N

Ad d
N


   
 

 
              

 ,  (20) 

где (0, )B R  – шар радиуса R  с центром в точке  0,0O . 

С другой стороны, 

2 21 1
1 2 1 2

3/ 2 3/ 2 22 2 2 20 0 11 01 2 1 2(0, 2)\ 0,

1
'' 2

2
ij

N N

i j
B B

NN

d d d d d
d N

 

    
 
 

            
          

      . 

Таким образом, если при всех значениях *
klv , , 0,1, ..., 1k l N   выпол-

нены условия  

 * * *1
2 ( ) ( ) 2 ( )

2
kl kl klNb v a v N b v

      
 

,  (21) 

то тем самым выполнены условия теоремы Адамара для системы уравне-
ний (16). Из теоремы Адамара вытекает справедливость следующего ут-
верждения. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (21). Тогда система уравнений 
(2) имеет единственное решение. 

Опишем применение полученного результата к приближенному реше-
нию уравнения (3). Введем новую неизвестную функцию 

2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 1 ( , )u t t t t x t t    

и рассмотрим уравнение  
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 1 2 1 2
3/ 22 2

1 1 2 2

( , )
1

( ) ( )S

u d d

t t

    
      

 , 1 2( , )t t S .  (22) 

Это уравнение является частным случаем уравнения (2), и к нему при-
меним описанный выше алгоритм. 

Замечание. Переход от уравнения (3) к уравнению (22) носит фор-
мальный характер. Подобный переход естественно использовать для нахож-
дения решения в области  (0,0),1aS R a  , где 0a  . При использовании 

перехода от уравнения (3) к уравнению (22) для нахождения решения в окре-
стности границы области S  возникает значительная погрешность. 

4 Численные примеры 

Изложенный в разд. 3 сплайн-коллокационный метод был построен для 
модельного примера – гиперсингулярного интегрального уравнения теории 
трещин. 

Рассмотрим следующее уравнение: 

 
2 2 2
1 2 1 2 1 2

13/ 22 2
1 1 2 2

1 ( , ) 3

2
( ) ( )S

x d d
t

t t

         
      

 ,  (23) 

которое имеет решение 1 2 1( , )x t   . Здесь S  – единичный круг с центром  
в начале координат. 

Сравнение точного и приближенного решения проводилось с учетом 

весовой функции, т.е. для функций 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 1 ( , )u t t t t x t t   . 

На рис. 1, 2 показана зависимость максимальной абсолютной погрешно-
сти от радиуса области, в которой отыскивается решение для уравнения (23).  
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Радиус круга, в котором ищется решение 

Рис. 1 
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Радиус круга, в котором ищется решение 

Рис. 2  
 
На рис. 1, 2 приведены решения для различного числа элементов раз-

биения ,N  и, как видно из представленных результатов, наибольшая погреш-
ность наблюдается в кольце с внешним радиусом 1 и внутренним радиусом 
0,9, ближе к центру области максимальная абсолютная погрешность, как ми-
нимум, на порядок меньше. Поэтому на рис. 2 для наглядности результатов 
показаны те же графики, что и на рис. 1, но в случае, когда радиус области,  
в котором рассматривается решение, изменяется в пределах от 0,9 до 0,1.  
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ФИ З И К А  

 
 
УДК 537.874.6 

Г. С. Макеева, О. А. Голованов  

ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ  
МАТРИЦЫ РАССЕЯНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ  

ФЕРРОМАГНИТНЫХ НАНОПРОВОЛОК  
В ИНФРАКРАСНОМ ДИАПАЗОНЕ* 

 
Аннотация. Методом автономных блоков с виртуальными каналами Флоке и 
магнитными нановключениями проведен электродинамический расчет S-пара-
метров многомодовой матрицы рассеяния двумерной периодической решетки 
продольно намагниченных ферромагнитных (железо) нанопроволок в зависи-
мости от геометрических размеров нанопроволок и решетки, а также величи-
ны постоянного поля подмагничивания на частоте 30 ТГц.  

Ключевые слова: решетка ферромагнитных нанопроволок, уравнения Мак-
свелла, дифракция электромагнитной волны, коэффициент отражения, коэф-
фициент прохождения 

 
Abstract. By using the method of autonomous blocks with virtual Floquet channels 
the electrodynamic calculation of the parameters of the multimode scattering matrix 
of 2D-arrays of ferromagnetic metallic (iron) nanowires with the longitudinal mag-
netization, depending on the geometrical sizes of nanowires and arrays and the value 
of the bias magnetic field at a frequency of 30f   THz. 

Keyword: array of ferromagnetic nanowires, Maxwell's equations, diffraction of 
electromagnetic waves, transmission coefficient, reflection coefficient. 

Введение 

Одним из наиболее перспективных направлений оптики нанометровых 
структур является нанофотоника – область науки, главной целью которой яв-
ляется создание световых (фотонных) устройств с размером не более не-
скольких микрон, которые были бы оптическими аналогами электронных 
микрочипов. 

Интегральная фотоника находится в той стадии, когда для достижения 
главной поставленной цели требуются дополнительные фундаментальные ис-
следования. Развитие элементной базы (оптические ключи, оптические тран-
зисторы, устройства для сбора, хранения и распределения информации) тор-
мозится недостаточным уровнем теории, которая заметно отстает по сравне-
нию с достижениями разработчиков. Разработки новых оптических затворов 
(ключей), фильтров, операционных усилителей и других элементов зачастую 
опираются на интуицию экспериментаторов [1, 2], и это положение нельзя 
признать нормальным.  

                                                           
* Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований, грант  
№ 05-08-33503.  
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В этой связи актуальной является задача теоретического исследования 
физических механизмов взаимодействия электромагнитных волн с системами 
магнитных наночастиц и нанопроволок, магнитными фотонными кристалла-
ми и возникающих геометрических, размерных эффектов на математических 
моделях электродинамического уровня строгости в терагерцовом диапазоне 
частот. 

1 Постановка задачи дифракции 

Строгая постановка краевой задачи дифракции электромагнитных волн 
на решетке ферромагнитных нанопроволок заключается в следующем. Необ-
ходимо решить систему уравнений Максвелла с электродинамическими гра-
ничными условиями  

 0
( )

rot ( )= ( )
E t

H t E t
t

  





;   (1) 

( )
rot ( )=

B t
E t

t






 

совместно с уравнением Ландау-Лифшица движения вектора намагниченно-
сти в ферромагнетике с учетом обменного взаимодействия [3] 

    эф 0
d ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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M t H t H t M t

t
      


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,  (2) 

где ( ), ( )E t H t
 

 – векторы напряженности электрического и магнитного полей; 

( )B t


 – вектор магнитной индукции;   – относительная диэлектрическая про-

ницаемость среды;   – электропроводность среды; 0  – электрическая по-

стоянная; ( )M t


 – вектор намагниченности среды; эф ( ) ( ) ( )qH t H t H t 
  

 – 

суммарное эффективное поле, включающее поле обменного взаимодействия, 

2( ) ( )qH t q M t 
 

, 

здесь 
0

2

s

A
q

M



; A – константа обменного взаимодействия; Ms – намагничен-

ность насыщения; 0  – магнитная постоянная;   – гиромагнитное отноше-

ние; r  – частота релаксации; 0  – статическая восприимчивость.  

Рассмотрим задачу дифракции плоской однородной электромагнитной 
волны на двумерной периодической решетке ферромагнитных нанопроволок, 
расположенных в немагнитной диэлектрической матрице с относительными 
диэлектрической и магнитной проницаемостями ,v v   (рис. 1). 

Падающая ТЕМ-волна (с волновым вектором k


, амплитудой 1(1) ( )C  , 

частотой  ) распространяется поперечно (вдоль оси z) по отношению к на-
правлению постоянного поля подмагничивания 0 0 yH H e 

, приложенного 

продольно вдоль оси магнитных нанопроволок (рис. 1).  
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а) б) в) 

Рис. 1 Дифракция электромагнитной волны на периодической решетке  
магнитных нанопроволок: а – ориентация падающей ТЕМ-волны с волновым  

вектором k


; б – двумерная решетка продольно намагниченных ферромагнитных  
нанопроволок; в – автономный блок (АБ) с каналами Флоке, содержащий  
магнитную нанопроволоку: 1 2,S S  – входные сечения АБ; 0V  – внутренняя  

область АБ; V  – область магнитного нановключения (нанопроволока) 
 
Элементарную ячейку периодической нанорешетки (рис. 1,б) с геомет-

рическими размерами , ,a b c , содержащую магнитную нанопроволоку радиу-
са r  и длиной l, представим в виде автономного блока (рис. 1,в) с виртуаль-
ными каналами Флоке и магнитным нановключением (МФАБ) [4]. Магнит-
ные нанопроволоки находятся между входными сечениями 1 2,S S  (рис. 1) АБ, 
рассматриваемого как волноводный трансформатор [5].  

Трехмерная краевая задача дифракции для уравнений (1), (2) с электро-
динамическими граничными условиями и условиями неасимптотического из-
лучения [6] решается с помощью вычислительного алгоритма на основе ме-
тода МФАБ [4].  

2 S-параметры решетки магнитных нанопроволок в зависимости  
от постоянного поля намагничивания при изменении  
геометрических размеров нанопроволок и решетки  

Методом МФАБ проведен электродинамический расчет S-параметров – 

элементов 11R  ( ,   – номера входных сечений S , S ,  =1, 2; =1, 2) 

многомодовой многоканальной матрицы рассеяния периодической решетки 
магнитных нанопроволок (рис. 1) в зависимости от соотношения геометриче-
ских размеров нанопроволок и решетки, а также величины постоянного поля 
подмагничивания в терагерцовом диапазоне частот. 

Результаты электродинамического расчета модуля коэффициентов от-

ражения 11
11R  и прохождения 12

11R  ТЕМ-волны через двумерные периодиче-

ские решетки ферромагнитных нанопроволок (при постоянном поле подмаг-
ничивания 0 75ЭH  ), а также электрических нанопроволок (при 0 0H  )  
зависимости от диаметра нанопроволок 2r (период нанорешетки 3,5a r )  
на частоте 30 TГцf   приведены на рис. 2.  

v



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 116 

 
 0 75ЭH  , 0 0 0H H y

 
;  

------ 0 0H  ; 3,5a r ; 1,25b l , 2c r ; 300 нмl  ; 30 TГцf   

Рис. 2. Модуль коэффициентов отражения 11
11R  и прохождения 12

11R  ТЕМ-волны 

через решетки ферромагнитных и электрических нанопроволок в зависимости  

от диаметра нанопроволок 2r: кривые 1, 3 – модуль коэффициента отражения 11
11R ;  

кривые 2, 4 – модуль коэффициента прохождения 12
11R  

 
Результаты математического моделирования дифракции ТЕМ-волны на 

периодической решетке ферромагнитных нанопроволок (кривые 1, 2 на рис. 2) 
получены при следующих параметрах ферромагнетика (железо): намагничен-

ность насыщения 04 21580 ГсM  , проводимость 5 1 11,03 10 Ом см     , 

9 2
0 2,2 10 Э смq     , параметр диссипации 0,0023   ( r

H

 


, где 

0H H   ) [3]. Ферромагнитные нанопроволоки расположены в немагнитной 

диэлектрической матрице – среде с относительной диэлектрической прони-
цаемостью 5   и относительной магнитной проницаемостью  =1.  

Для сравнения на рис. 2 приведены также результаты электродинами-

ческого расчета модуля коэффициентов отражения 11
11R  и прохождения 12

11R  

(кривые 3, 4 на рис. 2) ТЕМ-волны через решетку электрических нанопроволок 
(металлических нанопроволок в отсутствие поля подмагничивания 0 0H  ). 

Как следует из результатов математического моделирования (рис. 2), 

зависимости модуля коэффициентов отражения 11
11R  и прохождения 12

11R  

ТЕМ-волны через периодическую решетку магнитных нанопроволок имеют 
экстремумы (кривые 1, 2 на рис. 2) при изменении геометрических разме-
ров магнитной нанорешетки (диаметра нанопроволок 2 и периода решетки 

3,5a r ). 

Для сравнения отметим, что модуль коэффициента прохождения 12
11R  

ТЕМ-волны через решетку электрических нанопроволок плавно уменьшается 
и его значение стремится к нулю (кривая 4 на рис. 2), а значение модуля ко-
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эффициента отражения 11
11R  плавно стремится к единице (кривая 3 на рис. 2) 

при увеличении диаметра нанопроволок 2r > 30нм. Это объясняется тем, что 
если диаметр 2r нанопроволок становится больше, чем толщина скин-слоя  

в металле 
0

1

2k

 


, где 0k  – волновое число волны в свободном про-

странстве (  = 30 нм для ненамагниченного железа при 0    на частоте 

30 TГцf  ), то при 2r    электромагнитная волна почти полностью отража-

ется от решетки электрических нанопроволок, как от эффективной «металличе-
ской пленки» (толщиной 2r больше, чем толщина скин-слоя   в металле), при 

этом коэффициент отражения 11
11R ~ 1 (кривая 3 на рис. 2 при 2r > 30 нм).  

На электродинамическом уровне строгости с помощью вычислительно-
го алгоритма на основе метода МФАБ [4] проведено численное исследование 
управляемости S-параметрами матрицы рассеяния двумерной периодической 
решетки ферромагнитных нанопроволок с помощью внешнего магнитного 
поля в терагерцовом диапазоне частот. 

Расчетные зависимости модуля коэффициента прохождения 12
11R  

ТЕМ-волны через двумерную периодическую решетку ферромагнитных на-
нопроволок (рис. 1) от величины постоянного поля намагничивания 0H  для 

различных диаметров нанопроволок ( 2r   ) и периода решетки 3,5a r  на 
частоте 30 TГцf   приведены на рис. 3.  

Как следует из результатов математического моделирования, зависимо-

сти модуля коэффициента прохождения 12
11R  от приложенного внешнего по-

стоянного магнитного поля 0H  имеют максимумы (кривые 1–4 рис. 3), при 

этом максимальное значение 12
11R  и определяющее этот максимум значение 

поля намагничивания 0H  зависит также и от геометрических размеров нано-

решетки (диаметра 2r нанопроволок и периода решетки 3,5a r ).  

Модуль коэффициента прохождения 12
11R  имеет максимальное значе-

ние при 0H  = 800 В (для 2r =10 нм), оптимальное значение постоянного поля 

намагничивания 0H , реализующее этот максимум, существенно уменьшается 

при увеличении диаметра 2r магнитных нанопроволок в интервале 
10 нм < 2r < 25 нм (и периода решетки 3,5a r ) и становится равным 

0H  = 75 В для 2r = 25 нм.  

Результаты электродинамического расчета модуля коэффициента про-

хождения 12
11R  ТЕМ-волны через решетки ферромагнитных нанопроволок 

различного диаметра 2r при намагничивании постоянным полем ( 0 0H  ) по 

отношению к коэффициенту прохождения 12
11R  через решетки электрических 
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нанопроволок (при 0 0H  ) в зависимости от длины l нанопроволок на часто-

те 30 TГцf   приведены на рис. 4.  

 

 

Рис. 3 Модуль коэффициента прохождения 12
11R  ТЕМ-волны через решетку  

ферромагнитных нанопроволок в зависимости от величины постоянного поля  
намагничивания 0H  при изменении диаметра нанопроволок 2r и периода решетки a:  

0 0 0H H y
 

; 30 TГцf  ; 3,5a r , 1,25b l , 2c r ; 300 нмl  ;  

кривые 1 – 2 10 нмr  ; 2 – 2 15нмr  ; 3 – 2 20нмr  ; 4 – 2 25нмr   
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Рис. 4 Зависимости относительного коэффициента прохождения ТЕМ-волны  
через периодические решетки ферромагнитных нанопроволок от длины l  

нанопроволок при намагничивании постоянным полем 0H : 12
11R  – 0 0H  ;  

12
11R  – 0 0H  ; 0 0 0H H y

 
; 3,5a r , 1,25b l ; 2c r ; 30 TГцf  ;  

кривые 1 – 02 10 нм, 450 Эr H  ; 2 – 02 15 нм, 105Эr H  ;  

3 – 02 20 нм, 75Эr H  ; 4 – 02 25 нм, 50 Эr H   

 

12
11R  

0 ,ЭH
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Как следует из результатов математического моделирования (рис. 4), 

коэффициент прохождения 12
11R  через магнитную нанорешетку при прило-

жении внешнего постоянного магнитного поля 0H  наиболее существенно 

отличается от коэффициента прохождения 12
11R  через нанорешетку без под-

магничивания при малой длине нанопроволок l < 350 нм (и уменьшающейся 
периодичности 1,25b l ) и в меньшей степени зависит от величины постоян-

ного поля намагничивания 0H  для решеток с нанопроволоками различного 

диаметра 2r (и периода решетки 3,5a r ). 
На рис. 5 приведены результаты электродинамического расчета модуля 

коэффициента отражения 11
11R  ТЕМ-волны от двумерных периодических 

решеток магнитных нанопроволок различного диаметра 2r в зависимости от 
длины l нанопроволок при изменении величины постоянного поля намагни-
чивания 0H  на частоте 30 TГцf  .  

 

 

Рис. 5 Модуль коэффициента отражения 11
11R  ТЕМ-волны от магнитных  

нанорешеток в зависимости от длины нанопроволок l при изменении  
величины постоянного поля намагничивания 0H : 0 0 0H H y

 
; 30 TГцf  ;  

3,5a r , 1,25b l ; 2c r ; кривые 1 – 02 10 нм, 450 Эr H  ;  

2 – 02 15 нм, 105Эr H  ; 3 – 02 20 нм, 75Эr H  ; 4 – 02 25 нм, 50 Эr H   

 
Как следует из результатов математического моделирования, модуль 

коэффициента отражения 11
11R  плавно стремится к единице (рис. 5) при су-

щественном уменьшении длины нанопроволок l < 100 нм (и уменьшающейся 
периодичности 1,25b l ), т.к. электромагнитная волна почти полностью от-

ражается ( 11
11R ~ 1) от решетки нанопроволок с высокой плотностью упаков-

ки, как от эффективной «металлической пленки».  

11
11R  

, нмl  
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Таким образом, максимум коэффициента прохождения 12
11R  управля-

ется постоянным полем намагничивания 0H  и зависит от геометрии и соот-

ношения размеров магнитной нанорешетки (диаметра 2r, длины нанопрово-
лок и периодичности решетки 3,5a r , 1,25b l ). 
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УДК 533.933; 533.932 
В. М. Журавлев, А. В. Орищенко,  
В. В. Авдонин, С. В. Летуновский  

МОДЕЛИ ЭВОЛЮЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ  
ПО ЭНЕРГИИ В ПРОСТРАНСТВЕ СКОРОСТЕЙ* 

 
Аннотация. Излагается метод моделирования эволюции функции распределе-
ния частиц в пространстве скоростей в нестационарной плазме солнечной 
вспышки на основе точных решений уравнений Фоккера-Планка. Решение 
строится с учетом влияния кулоновского торможения и взаимодействия час-
тиц плазмы с ионно-звуковой турбулентностью. Математический метод моде-
лирования основан на приведении уравнения Фоккера-Планка путем замены 
переменных к уравнению типа Шредингера и использовании метода лестнич-
ных операторов для его решения. 

Ключевые слова: уравнение Фоккера-Планка, диффузия в пространстве скоро-
стей, плазма, солнечная вспышка, ионно-звуковая турбулентность, лестничные 
операторы. 
 
Abstract. We advise to use the precision result of Fokker-Plank equation for de-
scribing evolution of particles distribution function in velocity space. In solution we 
take into account the effects of coulomb deceleration and interaction of  particles of 
plasma with ion-acoustic turbulence. The mathematic model method is based on 
transforming Fokker-Plank equation to equation like Shredinger equation using 
some special substitution for variables in Fokker-Plank equation, and based on use 
ladder operator method to solve it. 

Keywords: Fokker-Plank equation, diffusion in velocity space, plasma, solar flare, 
ionacoustic turbulence, ladder operators. 

Введение 

В области вспышки на Солнце реализуются процессы, связанные  
с формированием различных видов турбулентности в плазме и взаимодейст-
вием ионов плазмы как с тем или иным видом этой турбулентности, так и  
с плазменной средой активной области, где формируются вспышечные усло-
вия. Примером подобных процессов может служить взаимодействие ионов  
с развитой ионно-звуковой турбулентностью на фоне кулоновского трения [1]. 
Процесс взаимодействия может быть описан уравнением диффузии заряжен-
ных частиц в конфигурационном пространстве модулей скорости частиц,  
а кулоновское трение – результат взаимодействия частиц с фоном зарядов те-
пловых протонов плазмы. 

1 Уравнение для эволюции распределения частиц по скоростям в плазме 

Уравнение для эволюции распределения ( , )f V t  частиц по модулю 
скоростей V может быть представлено в следующем виде [1]: 

 2
2

1
( )

f f
V D F V f

t V tV

           
. (1) 

                                                           
* Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ, проект № 08-01-97013-
р_поволжье_а. 
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Это уравнение типа уравнения Фокера-Планка. Здесь ( )F V  – функция, 

описывающая торможение ионов в плазме за счет кулоновского взаимодейст-
вия. Для достаточно малых скоростей ( )F V V   , где   – постоянная. 

2 Решение 

Перепишем уравнение (1) в следующем виде: 

    32

2 2
1 V ff

DVf
t V VV V

   
 

. (2) 

Введем функцию ( , ) ( , )h V t V f V t  , имеющую вид (по размерности) 

плотности числа частиц в обычном пространстве. Тогда уравнение для этой 
функции можно переписать следующим образом: 

 
2

2
2

h h h
D V h

t VV

     
 

. (3) 

Полученное уравнение решаем методом разделения переменных. Для 
этого функцию представим в виде произведения – ( , ) ( ) ( )h V t V T t   и под-

ставим в уравнение (3), которое поделим на произведение функций 
( ) ( )V T t  . Получим 

 
2

2
1 1

2
dT d d

D V
T dt dVdV

          
. (4) 

Левая часть выражения (4) зависит только от времени, а правая – от 
скорости. Поэтому равенство (4) выполняется, только если обе части выра-
жения равны неопределенной константе, которую обозначим ( ) . Тогда (4) 

распадается на два уравнения: 

 

0,

2
0,

T T

V

D D D

   

              



  (5) 

где точкой обозначена операция дифференцирования по времени, а штрихом – 
по скорости.  

Решение первого уравнения системы (5) имеет вид ( ) tT t e , во вто-

ром сделаем замену переменной по формуле 
2

u V
D

 . Тогда оно перепи-

шется в виде 

 
2

2
2

2 4 0
d d

u
dudu

         
.  (6) 

Это уравнение Эрмита [2]. Его решением являются нормированные по-
линомы Эрмита ( ) ( )nu H u  , а величина в круглых скобках (6) является 
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собственным значением уравнения (6), для которого выполняется равенство 
2

4 2 , 0,1, 2, ...,n n
    


, откуда 

  2n n    . (7) 

То есть частное решение уравнения (3) имеет следующий вид: 

( 2)( , )
2

n t
n nh V t H V e

D
     

 
, 

а его общее решение есть линейная комбинация частных решений: 

 ( 2)

0

( , )
2

n t
n n

n

h V t A H V e
D


 



     
 

 . (8) 

Тогда решение уравнения (1) запишется в виде 

 ( 2)

0

2
( , )

n
n t

n
n

H V
D

f V t A e
V


 



 
 
    . (9) 

Амплитуды An находятся из начального и граничных условий. Началь-
ное распределение частиц по скоростям можно считать максвелловским, а  
в качестве граничных условий выбрать условия вида lim ( , ) 0

V
f V t


   

и (0, ) 0f t  . Из последнего равенства следует, что все четные амплитуды 

2 0, 0,1, 2, ...,kA k   . 
Окончательно для функции f получаем 

 
2 1

(2 3)
2 1

0

2
( , )

k
k t

k
k

H V
D

f V t A e
V


 




 
 
    . (10) 

3 Обсуждение результатов 

Вычислим амплитуды 2 1kA  . Начальное распределение частиц описы-
вается функцией Максвелла [3]: 

 

23

2 22( ,0) ( ) 4
2

Б

m V

k T

Б

m
f V V V e

k Т

 
      

. (11) 

Подставляя в (10) значение t = 0 и сравнивая с (11), получим 

 
2 1

2 1
0

2
( ,0) ( )

k

k
k

H V
D

f V A V
V






 
 
     . (12) 
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Фактически формула (12) есть разложение функции распределения 
Максвелла по модулю скорости в ряд по полиномам Эрмита. Умножим (12) 

на 

2

2
2 1 2

V

D
mH V V e

D



     
 

 и проинтегрируем ее по dV в пределах от – ∞  

до ∞, учитывая свойство ортогональности полиномов Эрмита: 

2

2 1 2 1
2

2k k
D

A H V
D 

      
 

 

2

2
2 1( )

2

V

D
kV H V V e dV

D

 




       
 

 . (13) 

Квадрат нормы полиномов Эрмита 2 2 !n
nH n   [2], поэтому 

коэффициенты разложения определяются как 
2

2
2 1 2 12 1

1
( )

2 22 (2 1)!

V

D
k kk

A V H V V e dV
D Dk

 
 



           
 . (14) 

Обозначим квадратный корень в аргументе функции Эрмита через 

1

2D V

  . Тогда по смыслу величина 
2D

V 


 представляет собой ха-

рактерную скорость, которую приобретают частицы в рассматриваемом ме-
ханизме ускорения с учетом кулоновских взаимодействий. Введем также 

величину 
2

2 Б Б

mV mD

k Т k Т
  


, характеризующую относительную энергию 

частиц плазмы, взаимодействующих с турбулентностью. Выразим через эти 
величины несколько первых амплитуд разложения (10), рассчитанных по 

формуле (14): 

3

2
1 5

2

3

( 1)

A


 

, 3

1

1 2

12 2

A

A




, 
 5

3

3 4

8 ( 1) (3 2)

A

A

 


 
, 

 7

5

2

4 ( 1) (3 4)

A

A

 


 
 и т.д. 

Видно, что амплитуды A2k+1, вычисленные при различных значениях k, 
убывают по модулю с ростом k. При t = 0 ряд (10) с коэффициентами (14) 
сходится к распределению Максвелла. С течением времени множитель, стоя-
щий перед функцией Эрмита, будет уменьшаться по экспоненте, и, следова-
тельно, полученное решение нашего уравнения в виде ряда также останется 
сходящимся.  

4 Дополнение. Квантовая аналогия 

Если разделение переменных в уравнении (3) производить по формуле 
2 / 4( ) ( ) V Dh T t V e  , то функция ( )V  будет удовлетворять уравнению, 
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вид которого формально аналогичен виду уравнения на собственные значе-
ния квантового гармонического осциллятора [3] за тем исключением, что 
штрихи в этих уравнениях имеют совершенно различный смысл: 

 
2

2
2

3

24
V

D DD

          
 

. (15) 

В формуле (15) штрихи обозначают производные по модулю скорости 
в конфигурационном пространстве, а в уравнении Шредингера – это произ-
водные по пространственной координате в обычном пространстве.  

Для того чтобы уравнение (15) в точности формально перешло по виду 
в уравнение Шредингера для квантового гармонического осциллятора, доста-

точно формально положить / 2D m  , 2 22 m   , 
1

2nE n     
 

  

 2 3

2

D   
 , «забыв» о различии смысла штрихов. В таком случае мы так-

же приходим к полученному условию квантования (7). 

Список литературы 

1. Орищенко ,  А .  В .  Формирование солнечных космических лучей, обогащенных 
тяжелыми ионами / А. В. Орищенко // Космос: наука и образование – 2005 : тези-
сы докладов школы-семинара. – Ульяновск : Изд-во УлГУ, 2005. – С. 26–29.  

2. Справочник по специальным функциям с формулами, графиками и математиче-
скими таблицами / под ред. М. Абрамовица и И. Стиган ; пер. с англ. В. А. Дит-
кина и Л. Н. Кармазиной. – М. : Наука, 1979. – 832 с. 

3. Пул ,  Ч .  Справочное руководство по физике. Фундаментальные концепции, ос-
новные уравнения и формулы : пер. с англ. / Ч. Пул. – М. : Мир, 2001. – 462 с. 

 
 

Журавлев Виктор Михайлович  
доктор физико-математических наук,  
профессор, кафедра теоретической  
физики, Ульяновский  
государственный университет 
 

Zhuravlev Viktor Mikhailovich 
Doctor of Science (in Physics), professor,  
sub-department of theoretical physics,  
Ulyanovsk State University 
 

 
Орищенко Алексей Васильевич  
кандидат физико-математических наук,  
доцент, кафедра физики,  
Ульяновский государственный  
университет (филиал в г. Димитровград) 
 

Orishchenko Alexey Vasilyevich  
PhD in Physics, associate professor,  
sub-department of physics,  
Ulyanovsk State University 
(Dimitrovgrad sub-department) 
 

 
Летуновский Сергей Владимирович 
аспирант, 
Ульяновский государственный  
университет (филиал в г. Димитровград) 
 

Letunovskiy Sergey Vladimirovich  
post-graduate student,  
Ulyanovsk State University 
(Dimitrovgrad sub-department) 

 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 126 

Авдонин Василий Вячеславович 
младший научный сотрудник, 
ОАО Государственный научный центр  
Научно-исследовательский институт  
атомных реакторов (г. Димитровград) 
 

Avdonin Vasiliy Vyacheslavovich  
junior scientific researcher, 
Joint Stock Company “State Scientific  
Center Research Institute of Atomic  
Reactors” (Dimitrovgrad) 
 

 
 

УДК 533.933; 533.932 
Журавлев, В. М. 

Модели эволюции распределения частиц по энергии в пространст-
ве скоростей / В. М. Журавлев, А. В. Орищенко, В. В. Авдонин, С. В. Лету-
новский // Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физи-
ко-математические науки. – 2009. – № 1 (9). – С. 121–126. 
 
 



№ 1 (9), 2009                                              Физико-математические науки. Физика 

 127 

УДК 519.24:546.296 
В. Г. Полосин, С. В. Тертычная 

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ ОБЪЕМНОЙ  
АКТИВНОСТИ РАДОНА С ПОМОЩЬЮ  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕЙБУЛЛА-ГНЕДЕНКО 
 
Аннотация. Рассмотрена возможность описания результатов измерения объем-
ной активности радона с помощью смещенного трехпараметрического распре-
деления Вейбулла-Гнеденко, позволяющего выявить природу, характер источ-
ника эксхаляции радона и оценить верхнее возможное значение объемной ак-
тивности радона на исследованной территории. Дан сравнительный анализ при-
менения трехпараметрического распределения Вейбулла-Гнеденко и логариф-
мического нормального распределения на основе информационных свойств ста-
тистических распределений с использованием топографической классификации. 
Ключевые слова: идентификация несимметричных распределений, энтропий-
ный коэффициент, контрэксцесс, объемная активность радона, топографиче-
ская классификация симметричных распределений, распределение Вейбулла-
Гнеденко, логарифмически нормальное распределение. 
 
Abstract. This article considers the possibility of the description which shows the re-
sults of measurement of radon volume activity by means of the displaced three-
parametrical distribution Vejbulla-Gnedenko, allowing to reveal the nature, the 
character of a source radon exhalation and to estimate the top possible value of ra-
don on the investigated territory. The comparative analysis of application of the 
three-parametrical distribution Vejbulla-Gnedenko and the logarithmic normal dis-
tribution on the basis of the information properties of the static distributions with the 
use of a topographical classification is given. 
Keywords: identification of nonsymmetric distributions, entropy coefficient, antikur-
tosis, volumetric (mass) activity of radon, topographical classification of symmetri-
cal distributions, distribution Vejbulla-Gnedenko, logarithmic normal distribution. 

Введение 

В литературе при анализе результатов радоновых обследований тради-
ционно принято использовать свойства логнормального распределения [1, 2]. 
Возможности аппроксимации результатов измерений объемной активности 
(ОА) радона на территории г. Пензы и их анализ с помощью логарифмически 
нормального распределения были рассмотрены авторами в ранее опублико-
ванной работе [3]. Существование мощного локального источника на иссле-
дуемой территории приводит к смещению регистрируемых значения ОА ра-
дона в область больших значений. В этом случае в качестве сглаживающего 
распределения наиболее применимо смещенное трехпараметрическое рас-
пределение Вейбулла-Гнеденко.  

В современной литературе распределение Вейбулла-Гнеденко нашло 
широкое применение, в связи с его универсальностью [4, 5]. Целый ряд рас-
пределений является, по сути, частным случаем распределения Вейбулла-
Гнеденко, функция которого имеет вид 

 0( ) 1 exp
cx x

F x
a

    
 
 

,  (1) 

где а – параметр масштаба; с – параметр формы; x0 – смещение.  
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При значениях с > 2 и x0 = 0 распределение Вейбулла-Гнеденко позво-
ляет аппроксимировать логарифмически нормальное распределение и служит 
достаточно хорошим приближением для ряда других законов, используемых 
в различных моделях прикладной математической статистики [6]. Если с > 5, 
то такое распределение хорошо аппроксимирует нормальное распределение. 
При параметре с = 2 распределение Вейбулла-Гнеденко совпадает с распре-
делением Рэлея. Значение параметра формы с = 1 превращает выражение (1) 
в показательное распределение. 

В статье рассмотрена возможность описания результатов измерения ОА 
радона с помощью смещенного трехпараметрического распределения Вей-
булла-Гнеденко, позволяющих выявить природу и характер источника эксха-
ляции. В связи с тем, что оценка параметров распределения очень сильно за-
висит от метода оценки его параметров, появляется необходимость после-
дующей идентификации соответствия полученной реализации сглаживающей 
функции исходной выборке значений. 

В современной практике идентификации симметричных распределений 
широкое применение находит метод, связанный с определением двух пара-
метров: контрэксцесса   и энтропийного коэффициента k [5], позволяющих 

учитывать количество информации, содержащейся в распределении.  

1 Информационный метод идентификации  
статистических распределений 

Авторами работы рассматривается возможность идентификации асим-
метричного распределения Вейбулла-Гнеденко, состоящая в преобразовании 
распределения к симметричному двустороннему распределению Лапласа и 
использовании топографической диаграммы, которая построена в осях эн-
тропийного коэффициента эk  и контрэксцесса   для симметричных распре-

делений. Области оценок   и эk  принятия гипотезы нормального и показа-

тельного экспоненциального распределений, показаны на рис. 1 в виде за-
штрихованных областей А и В соответственно. Цифрами 1 и 2 обозначены 
местоположения соответствующих распределений. Положения оценок   и 

эk , рассчитанных для реализации сглаживающих логарифмически нормаль-

ных распределений, изображены на рис. 1 с помощью точек, где параметры 
самого распределения получены следующимим методами: а – методом мо-
ментов с использованием среднего значения и дисперсии; b – методом мак-
симального правдоподобия; c – методом основанном на выборочных кванти-
лях; d – методом моментов с использованием среднего значения и медианы;  
e – методом моментов с использованием эксцесса; k – методом, основанном 
на выборочных квантилях; m – методом максимального правдоподобия. 

При идентификации логарифмического нормального распределения 
статистическая выборка подвергалась преобразованию вида  

 lnz x ,  (2) 

что позволило свести данные к центрированному нормальному распределе-
нию величины z, для которого на топографической диаграмме распределений 
соответствует точка 1 с известными значениями контрэксцесса   и энтро-

пийного коэффициента k, равными соответственно 0,577 и 2,066. 
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Рис. 1 Топографическая диаграмма распределений 
 
Разброс   и k  оценок   и k зависит от выбора доверительной веро-

ятности оценки и от количества n  измерений в выборке. Для расчета разбро-
са оценок при доверительной вероятности 0,9p   в работе использовались 
формулы вида [7]: 

2 34

0,9
(ε 1)

(χ) 1,6χ
29n


  , 

 0,9 ( ) 1,44 /(χ )k k kn  ,  (3) 

где   – эксцесс распределения.  
Интервалы неопределенности   и k  нормального распределения, 

эксцесс которого равен 1,733, рассчитанные для зимнего периода наблюде-
ний из выражений (3), соответственно равны 0,04 и 0,07. 

Возможность использования подобного подхода для идентификации 
смещенного распределения Вейбулла-Гнеденко связана с преобразованием 
выборки результатов в соответствии с выражением  

 
cx x

y
a

    (4) 

к показательному (экспоненциальному) распределению вида 

λ( ) 1 yF y e  . 

Здесь   – параметр масштаба. Для показательного распределения   = 1. 
В результате симметричного отражения положительных значений ре-

зультатов yi относительно нулевого значения величины (y0 = 0) выборка пре-
образуется к симметричному двухстороннему показательному распределе-
нию Лапласа, вида 
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На топографической диаграмме, показанной на рис. 1, распределению 
Лапласа отвечает точка 2, для которой значение контрэксцесса   и энтро-

пийного коэффициента k соответственно равны 0,408 и 1,92. Следовательно, 
если преобразованная в соответствии с выражением (4) выборка результатов 
после симметричного отражения данных относительно нулевого значения со-
ответствует распределению Лапласа, то исходная выборка результатов изме-
рения радона xi будет соответствовать смещенному распределению Вейбулла-
Гнеденко. Интервалы неопределенности   и k  для оценки распределения 

Лапласа с эксцессом  равным 2,45, рассчитанные согласно выражению (3), 
равны 0,03 и 0,1 соответственно.  

2 Результаты статистического анализа распределения 

Параметры сглаживающего распределения при аппроксимации выбор-
ки достаточно сильно зависят от метода оценки параметров распределения. 
Поэтому при проведении анализа для каждого распределения рассматрива-
лись несколько возможных реализаций, отличающихся методами оценки па-
раметров распределений. Для логарифмического нормального распределения 
параметр масштаба m и параметр формы a оценивались тремя различными 
методами [8]:  

1) моментов с использованием среднего значения и дисперсии;  
2) максимального правдоподобия;  
3) оценки, основанном на выборочных квантилях.  
Параметры формы c, масштаба a и смещения (сдвига) x0 смещенного 

трехпараметрического распределения Вейбулла-Гнеденко оценены также с 
помощью нескольких методов [9]: 

1) моментов, основанном на разности среднего значения и медианы;  
2) моментов, основанном на коэффициенте эксцесса; 
3) оценки параметров, основанном на выборочных квантилях; 
4) максимального правдоподобия.  
Сопоставляя оценки контрэксцесса   и энтропийного коэффициента k 

с допустимыми интервалами можно сделать следующие выводы по распреде-
лениям. Все совместные оценки контрэксцесса   и энтропийного коэффици-

ента k, полученные при аппроксимации данных с помощью логарифмическо-
го нормального распределения, находятся на значительном удалении от вы-
деленной на рис. 1 для точки 1 области значений А с доверительной вероят-
ностью 0,9, что обусловлено низкими значениями энтропийного коэффици-
ента выборки, после ее преобразования в соответствии с выражением (2). По-
лученные результаты указывают на малую вероятность гипотезы выбора лог-
нормального распределения в качестве сглаживающего для выборок измере-
ния ОА радона в летний период. При этом наиболее удачный результат полу-
чен методом оценки параметров распределения, основанным на выборочных 
квантилях. Этой реализации логнормального распределения на топографиче-
ской диаграмме рис. 1 соответствует точка с. 

Для смещенного трехпараметрического распределения Вейбулла-
Гнеденко все значения энтропийных коэффициентов k попадают в интервал 
значений [1,82; 2,02], ограничивающий для точки 2 (рис. 1) области значений 
с доверительной вероятностью 0,9; значения контрэксцесса   находятся на 
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границе выделенной области или в непосредственной близости от нее. Полу-
ченный результат позволяет утверждать, что из всех рассматриваемых в ра-
боте распределений наиболее вероятна гипотеза для выборок измерения ОА 
радона в качестве сглаживающего распределения смещенного трехпарамет-
рического распределения Вейбулла-Гнеденко. Причем из четырех получен-
ных реализаций сглаживающего трехпараметрического распределения следу-
ет выделить вторую и третью (на топографической диаграмме обозначены 
буквами k и e соответственно), параметры которых оценивались методом мо-
ментов с использованием эксцесса и методом выборочных квантилей. Для 
этих реализаций при доверительной вероятности 0,9 совместные оценки 
контрэксцесса   и энтропийного коэффициента k расположены на границе 

выделенной области значений точки 2 топографической диаграммы.  
На рис. 2 дана гистограмма плотностей частот распределения для ре-

зультатов измерения ОА радона летнего периода измерений и типичные реа-
лизации сглаживающих логнормального распределения, для которых оценки 
параметров реализации получены следующимим методами: 1 – методом мо-
ментов; 2 – методом максимального правдоподобия; 3 – методом, основанном 
на выборочных квантилях. 
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Рис. 2 Гистограмма плотностей частот распределения ОА радона  
и сглаживающие реализации логарифмического нормального распределения  

 
На рис. 3 дана гистограмма плотностей частот распределения для ре-

зультатов измерения ОА радона летнего периода и типичные сглаживающие 
реализации смещенного трехпараметрического распределения Вейбулла-Гне-
денко. Оценка параметров реализации распределения проведена следующи-
мим методами: 1 – методом, основанном на разности среднего значения и 
медианы; 2 – методом, основанном на коэффициенте эксцесса; 3 – методом 
оценки параметров, основанном на выборочных квантилях; 4 – методом 
максимального правдоподобия. Нумерация распределений, применяемая на  
рис. 2, 3, соответствует нумерации реализаций, используемой в табл. 1. 
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Рис. 3 Гистограмма плотностей частот распределения ОА радона и сглаживающие  
реализации смещенного трехпараметрического распределения Вейбулла-Гнеденко 

 
Таблица 1 

Оценки контрэксцесса и энтропийного коэффициента выборки ОА радона  
для используемых типов несимметричных сглаживающих распределений 

Летний период Тип несимметричного 
сглаживающего  
распределения 

Коэффициенты распределения   k 

1. m = 118,8 Бк/м3; a = 0,428 0,649 1,806 
2. m = 122,4 Бк/м3; a = 0,4 0,655 1,811 

Логарифмическое  
нормальное 

3. m = 112,5 Бк/м3; a = 0,423 0,637 1,867 
1. c = 1,052; a = 62,52 Бк/м3; x0 = 68,88 Бк/м3 0,484 1,915 
2. c = 1,356; a = 85,36 Бк/м3; x0 = 51,95 Бк/м3 0,443 1,865 
3. c = 1,295; a = 81,044 Бк/м3; x0 = 55,258 Бк/м3 0,441 1,879 

Смещенное  
трехпараметрическое  
Вейбулла-Гнеденко 

4. c = 1,234; a = 76,581 Бк/м3; x0 = 57,36 Бк/м3 0,461 1,88 
 

Заключение 

Таким образом, из проведенной идентификации распределений следу-
ет, что в качестве сглаживающего распределения следует принять вторую или 
третью реализацию смещенного трехпараметрического распределения Вей-
булла-Гнеденко, имеющие близкие значения контрэксцесса. Использование 
этого распределения в качестве сглаживающего указывает на существование 
в летний период сравнительно большого источника ОА радона, расположен-
ного на исследуемой территории г. Пензы. Усреднение параметра смещения 
для различных реализаций распределения Вейбулла-Гнеденко позволяет так-
же оценить верхнее возможное значение объемной активности источника. 
Авторы статьи полагают, что таким источником может быть существующий 
на территории г. Пензы геологический разлом. 
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УДК 681.518.3  
А. И. Станкевич  

СИНГУЛЯРНО-СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ  
КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ  

НЕЭКВИДИСТАНТНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 
 
Аннотация. Рассматривается методика сингулярно-спектрального анализа и ее 
применение к измерению автокорреляционных функций неэквидистантных 
временных рядов. Показывается значительное улучшение точности оценки 
корреляционных функций неэквидистантных временных рядов на основе ре-
зультатов имитационного моделирования. 

Ключевые слова: неэквидистантные временные ряды, случайные процессы, ав-
токорреляционная функция, сингулярно-спектральный анализ. 
 
Abstract. Application of singular spectrum analysis to autocorrelations of unevelly 
spaced time series is considered. A significant improvement of autocorrelation esti-
mation is shown by imitation modeling. 

Keywords: unevenly spaced time series, stochastic processes,autocorrelation, singu-
lar spectrum analysis. 
 

В то время как большинство существующих методик и алгоритмов 
корреляционно-спектрального анализа разработаны для регулярных времен-
ных рядов, все больший интерес представляют алгоритмы анализа неэквиди-
стантных временных рядов (НВР). НВР в общем случае представляет собой 
временной ряд, для которого время ti получения каждого отсчета xi не может 
быть однозначно определено его порядковым номером. Несмотря на то, что 
классификация НВР насчитывает большое количество разновидностей, метод 
измерения автокорреляционной функции (АКФ) временного ряда с примене-
нием интервальной автокорреляционной функции [1] позволяет получать 
оценки для любого временного ряда вне зависимости от распределения его 
отсчетов во времени. При таком подходе корреляционная функция определя-
ется из выражения 
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1 0
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Было показано, что при измерении АКФ НВР статистические погреш-
ности, имеющие место при вычислении КФ регулярных временных рядов, 
увеличиваются за счет наличия неэквидистантности временных отсчетов [1].  

Одним из способов уменьшения такой погрешности является аппрок-
симация КФ с применением ортогональных функций различных базисов, ко-
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торая успешно зарекомендовала себя при исследованиях широкого ряда слу-
чайных процессов [2]. 

В данной статье рассматривается альтернативный подход к представле-
нию КФ случайных процессов, основанный на применении сингулярного 
спектрального анализа. 

Сингулярно-спектральный анализ 

Датой рождения сингулярно-спектрального анализа (ССА) считается 
1986 г., когда была опубликована статья [3]. В настоящее время ССА  активно 
исследуется несколькими научными группами в России (где он также извес-
тен как метод «Гусеница») [4] и за рубежом [5, 6]. Являясь разновидностью 
метода анализа главных компонент, метод ССА позволяет разложить времен-
ной ряд на группы составляющих, а затем, специальным образом объединив 
их, получить временной ряд, избавленный от недетерминированной состав-
ляющей. При этом важным отличием данного метода от классического мето-
да наименьших квадратов является отсутствие требования нормальности слу-
чайной составляющей. 

Для действительного временного ряда  0 1, ..., Nf f   длины N выполня-

ется операция вложения, приводящая к траекторной матрице 

0 1

1 1

K

L N

f f

X

f f



 

 
   
 
 



  



, 

где L – длина окна, 1 < L < N, а K = N – L + 1. Затем выполняется сингулярное 
разложение матрицы X: 

1 2 ... , T
d i i i iX X X X X U V      , 

где 1 2 ... 0d        – упорядоченные ненулевые собственные числа ко-

вариационной матрицы, сформированной на основе «траекторной» матрицы, 
характеризующие вклад каждого собственного вектора в общую дисперсию 
временного ряда. После оценки собственных значений и векторов выполня-
ются операции группировки и восстановления, приводящие, в частности, к 
выделению неслучайной составляющей временного ряда. 

Нетрудно видеть, что вышеописанную методику можно без дополни-
тельных действий обобщить на случай любой последовательности значений 
с регулярной дискретизацией. К таким последовательностям можно отнести 
и набор точек корреляционной функции, вычисленных с регулярным ин-
тервалом. 

Важной для целей анализа КФ особенностью сингулярно-спектраль-
ного разложения является то, что в результате корреляционного анализа син-
гулярного разложения естественным образом выделяются, в частности, поли-
номиальные, экспоненциальные, гармонические, а также экспоненциально-
гармонические составляющие вида 

cos(2 )n
nf Ae n   . 
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Анализ корреляционной функции методом ССА 

В рамках исследования применения метода сингулярно-спектрального 
анализа для анализа корреляционных НВР был проведен ряд экспериментов 
по моделированию НВР и анализу их КФ. Каждый эксперимент проводился 
по следующей схеме: 

1. Моделировались отсчеты регулярного временного ряда xi с корреля-
ционной функцией  xK   заданного вида. 

2. По полученным значениям регулярного ряда строилась оценка КФ 
 xK j


. 

3. Выполнялось p-преобразование временного ряда i ix x  : такое пре-
образование временного ряда, при котором для каждого из значений исход-
ного временного ряда с вероятностью q = 1 – p принимается решение об ис-
ключении отсчета их ВР. Полученный в результате такого преобразования 
ряд является неэквидистантным. 

4. Производилась оценка КФ  xK j


 временного ряда, полученного на 

предыдущем шаге. 
5. Выполнялось сингулярно-спектральное разложение функции  xK j


 

с последующим восстановлением по первым двум собственным векторам  
в функцию  xK j


. 

6. Вычислялось среднеквадратическое отклонение e


 отсчетов функ-
ции  xK j


 от теоретической КФ  xK  . 

7. Вычислялось среднеквадратическое отклонение e


 отсчетов восста-
новленной КФ  xK j


 от теоретической КФ  xK  . 

8. Вычислялось отношение /g e e  
, показывающее уменьшение по-

грешности оценки КФ при применении операции восстановления. 
Корреляционные функции, полученные в рамках одного из таких экс-

периментов, показаны на рис. 1. 
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Рис. 1 Корреляционная функция случайного процесса: черная линия –  
теоретическая функция   cosK e   ; черная пунктирная линия –  

оценка  xK J


 КФ НВР; серая линия – восстановленная КФ  xK J

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В результате выполнения 30 серий из 50 экспериментов для каждого из 
значений p = 0,1; 0,2; ...; 0,9, была получена зависимость коэффициента g от 
p, представленная на рис. 2. При этом для генерации 1000 отсчетов ВР была 
использована экспоненциально-косинусная КФ. Вычисление оценки КФ, ее 
восстановление и вычисление погрешности выполнялось по первым 50 от-
счетам КФ (рис. 1). 

Эксперименты с КФ экспоненциального вида с различными наборами 
параметров привели к схожим результатам и подтвердили общую тенденцию: 
с увеличением «неэквидистантности» временного ряда восстановленная по 
сингулярно-спектральному разложению корреляционная функция дает все 
большее уменьшение погрешности вычисления КФ НВР. 

 

g 
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6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1  
 p 

Рис. 2 Зависимость коэффициента g от параметра p-преобразования:  
сплошной линией показано среднее значение g; пунктирными линиями  

обозначены границы среднеквадратичного отклонения 

Заключение 

Рассмотренная техника применения сингулярно-спектрального разло-
жения позволяет добиться сокращения в несколько раз погрешности вычис-
ления корреляционных функций неэквидистантных временных рядов. При 
этом погрешность вычисления значительно сокращается с увеличением раз-
броса значений во времени. Кроме того, применение ССА не требует каких-
либо априорных предположений о виде анализируемой последовательности, 
а следовательно, метод может быть использован для анализа широкого круга 
временных рядов. 
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УДК 538.951-405 
С. В. Булярский, А. В. Цыганков  

ТЕРМОДИНАМИКА ФОРМИРОВАНИЯ  
МЕТАЛЛИЧЕСКИХ КЛАСТЕРОВ 

 
Аннотация. Создана термодинамическая модель образования металлических 
кластеров. Показано, что выражение для функции распределения кластеров  
по размерам зависит от их взаимодействия с подложкой. Найден оптимальный 
размер кластера и показано, что его величина зависит от коэффициента по-
верхностного натяжения вещества, образующего кластер. Сопоставление вы-
численных размеров кластеров железа хорошо согласуется с литературными 
данными. 

Ключевые слова: металлические кластеры, размеры кластеров, поверхностное 
натяжение, образование металлических кластеров. 
 
Abstract. In this work we created thermodynamics model of metal clusters forma-
tion. It is shown that expression for distribution function in the sizes depend on their 
interaction with a substrate. The optimum size of cluster was found and it is shown 
that its size depends on factor of a superficial tension of the substance forming кла-
стер. Comparison of the calculated sizes clusters gland will be co-ordinated with the 
literary data well. 

Keywords: metal clusters, sizes of clusters, superficial tension, metal clusters formation. 
 
В последние годы проявляется большой интерес к процессу образова-

ния кластеров, поскольку именно кластеры играют важнейшую роль в про-
цессе фазовых переходов и во многом определяют физические свойства ве-
ществ в различных агрегатных состояниях.  

Процесс кластеризации представляет особый интерес для технологии, 
т.к. кластеры в газах и расплавах неизбежно участвуют в росте кристаллов 
[1]. Не являются исключением нанотрубки, т.к. они растут именно из метал-
лических кластеров [2]. Подобные кластеры обладают рядом важных свойств. 
Например, магнитные свойства кластеров используются для записи инфор-
мации, кластеры металлов на поверхности диэлектриков могут приводить  
к практически 100 % просветлению в определенной области длин волн па-
дающего света. В связи с этим очень актуальной задачей является получение 
кластеров металлов нужного размера.  

С этой целью в данной работе разработан алгоритм расчета функции 
распределения кластеров по размерам и показано, какие факторы влияют на 
данную величину.  

Расчет будем вести в следующей последовательности: 
– определим парциальную свободную энергию формирования кластера; 
– рассчитаем параметры равновесного кластера и распределения кла-

стеров по числу частиц в нем;  
– проанализируем полученные результаты и вычислим распределение 

для кластеров железа. 
Кластер – система связанных атомов и молекул. Парциальная свобод-

ная энергия кластера зависит от числа частиц в нем и от энергии связи между 
частицами, которая равна теплоте испарения атомов металла из жидкой фазы. 
Кластер, состоящий из большого числа атомных частиц, вообще говоря, не 
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является макроскопической системой. Это означает, что параметры кластера 
не всегда являются монотонной функцией числа частиц в нем.  

Б. М. Смирновым [1] было показано, что для кластеров, образующих 
гранецентрированную, объемоцентрированную либо гексагональную кри-
сталлические решетки, можно получить следующее выражение для парци-
альной свободной энергии кластера: 

 

2

3
i i ig Hn B Hn    , (1) 

где 1,35B  , H  – величина энергии сублимации атомов из расплава; in  – 

число атомов в кластере.  
Знаки в данной формуле определяются отсчетом энергии. Знак минус 

указывает только на притяжение между атомами в кластере.  
Эту формулу удобно использовать для кластера или капли, характер 

взаимодействия молекул которых на поверхности такой же, как и внутри. 
Существенным недостатком формулы (1) является ограниченное число пара-
метров, от которых зависит свободная энергия формирования кластера. Учи-
тывается только энергия сублимации. В то же время эксперименты показы-
вают, что рост кластеров зависит от подложки. Это взаимодействие можно 
учесть путем введения поверхностного натяжения кластера и рассмотрев 
процессы смачивания поверхности подложки при формировании кластера. 
Тогда энергию кластера можно записать в виде 

 24i i ig Hn R     ,  (2) 

где iR  – радиус кластера в сферическом приближении;   – энергия поверх-

ностного натяжения, приходящаяся на единицу площади поверхности класте-
ра. Данная энергия изменяется как в зависимости от условий роста, так и от 
подложки, если кластер образуется на ней. 

Расчет параметров металлических кластеров. Расчет будем вести 
методом минимизации свободной энергии Гиббса [3, 4]. Как и в предыдущих 
случаях, начнем с законов сохранения. Будем считать, что кластеризация 
происходит в газовой фазе. Для расчета конфигурационной энтропии важно 
ввести понятие числа мест для молекул в газовой фазе. Число мест равно 
предельному числу молекул данного сорта, которые могут одновременно на-
ходиться в газовой фазе при данных условиях. В соответствии с этим опреде-
лением число мест можно рассчитать исходя из давления насыщающего пара, 
состоящего целиком и полностью из молекул газа, рассматриваемого сорта.  
В данном случае металла. 

Не зависимо от того, в каком агрегатном состоянии молекулы находят-

ся, можно выделить число мест ( FeN ) и число частиц ( FeN ). В конденсиро-
ванной жидкой среде все места заполнены частицами, поэтому эти два числа 
равны. В среде идеального газа эти числа можно выразить через давления: 

 Fe Fe Fe / ,sN p V kT  Fe Fe
Fe /N p V kT , (3) 

где Fep  – парциальное давление; Fe
sp  – парциальное давление насыщенного 

пара; FeV  – объем, занимаемый атомами железа.  
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Для дальнейших рассуждений важно понять следующее. Число атомов 
железа в газовой фазе существенно меньше, чем число мест, т.к. давление па-
ра железа существенно ниже давления насыщения. Кластеры образуются не 
потому, что в потоке газа насыщающий пар железа, а в результате взаимодей-
ствия между атомами, которые приводят к появлению кластеров. Кластер со-
стоит из атомов железа и размещается по свободным местам как целое, хотя и 
состоящее из определенного количества частиц.  

Важную роль играют законы сохранения числа мест. В данном случае 
происходит кластеризация одного сорта атомов, поэтому закон сохранения 
числа мест описывается одним уравнением: 

 Fe Fe 0
Fe Fe 0N N N     ,  (4) 

где 0
FeN  – число мест в газовой фазе, которые остаются свободными 
Закон сохранения числа мест в случае кластера также имеет свои осо-

бенности. Мы введем следующие параметры кластера: Ni – число кластеров, 
содержащих одинаковое число частиц железа ni. Произведение i iN n  дает об-
щее число частиц в кластерах, содержащих число частиц железа ni. По индек-
су i мы будем проводить суммирование. Общее число атомов железа в систе-
ме остается постоянным. Так, в ней установилось стационарное состояние. 
Законы сохранения атомов описываются следующим уравнением: 

 0Fe Fe i i
i

N N n    .  (5) 

Термодинамическая вероятность определяется размещением атомов 
железа по местам, при этом они образуют центры, по которым размещают-
ся кластеры, содержащие i iN n  атомов. Так как перестановки атомов внутри 
кластеров не изменяют его, то необходимо это учитывать. Окончательно 
получаем 

      

Fe

Fe 0
Fe Fe

! ( )

! ! !

i

i

N
i

i
N

i i i
i

N R

W
N N N N n n


 




,  (6) 

где iR  – кратность вырождения кластера.  
В кристаллическом теле эта величина связана с понижением симметрии 

решетки при образовании кластера, сложного дефекта или комплекса. В газо-
вой фазе понятие решетки неприменимо, поэтому вырождение отсутствует. 

Свободную энергию кристалла запишем в виде 

 lni i
i

G N g kT W  .  (7) 

Используя формулы (4)–(7), запишем функционал, который будем ми-
нимизировать: 

 Fe Fe Fe Fe 0
Fe FeФ ln lni i i i

i i

N g kT N N N N R N N N


        


   
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   Fe 0 Fe 0
Fe Fe Fe Feln lni i i i i i

i i

N N N kT N N N N n N n N n
         

   

 Fe Fe 0
Fe Fe Fe Feln( )i i i i i i i

i i i

N n N n n N N N N N n
  

             
   . 

Сокращая подобные члены, получаем 

 Fe Fe Fe 0
Fe FeФ ln lni i i i

i i

N g kT N N N R N N N


      


   

   Fe 0 0
Fe Fe Feln 2 lni i i i i i

i i

N N N kT N N n N n N n
        

   

  Fe 0
Fe Fe Fe Feln( ) Fe

i i i i i
i i

N n n N N N N N n
  

            
  .  (8) 

Проводим операцию минимизации, для чего вычисляем производные: 

   Fe
Ф

ln ln ln( ) 0i in n
i i i i i i i i

i
g kT R N n n n n

N

           
;  (9) 

    Fe Fe 0 Fe
Fe FeFe

Ф
ln ln 0kT N N N N

N

           
;  (10) 

  Fe 0 Fe
Fe Fe Fe Fe

Fe

Ф
ln 1kT N N N n

N

              
;  (11) 

 0
Fe Fe Feln( )kT a    . (12) 

Определяя из (10) и (11) неопределенные множители Лагранжа, из (9)  
с учетом (1) и (13) получаем формулу для числа кластеров, имеющих ni атомов: 

  

1

3

Fe1

Fe 2

1 1,25

expi

i

ni i
i

H n

N
N a R

kTn

  
          
 
 
  

.  (13) 

С учетом (2) аналогично получаем: 

  
 

3
1 22
3Fe1

Fe 2

3
4

8
expi

i

ni i
i

H a n
N

N a R
kTn


 
         
 
 
 
 

.  (14) 
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Железо имеет объмноцентрированную элементарную ячейку. Поэтому 
она имеет объем а3, и в этом объеме находятся два атома. Соответственно, 
объем кластера а3ni/2 , а его радиус можно вычислить по формуле 

 

1
3 33

8
i

i
a n

r
 

  
  

.  (15) 

Радиус кластера, соответствующий максимуму функции распределе-
ния, связан с числом атомов в нем с помощью соотношения 

 
3

max 4

a
R

kT

 .  (16) 

Вычисления показывают, что для кластера с оптимальным числом ато-
мов радиус капли составляет 1,2 нм. Однако, т.к. распределение (13), (14) за-
тухает медленно, то имеются и более крупные капли. Например, кластер, со-
держащий 10000 атомов, будет иметь размер – 3 нм (диаметр 6 нм). Расчеты 
хорошо согласуются с литературными данными [5]. 
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УДК 621.315.592 
В. Д. Кревчик, М. Б. Семенов, Ю. Г. Смирнов,  

Е. В. Грозная, П. В. Кревчик, С. А. Губина  

ТРАНСФОРМАЦИЯ СПЕКТРОВ ДВУХФОТОННОГО  
ПРИМЕСНОГО ПОГЛОЩЕНИЯ В УСЛОВИЯХ  
ДИССИПАТИВНОГО ТУННЕЛИРОВАНИЯ  

В КВАНТОВОЙ МОЛЕКУЛЕ* 
 
Аннотация. Теоретически исследовано влияние параметров диссипативного 
туннелирования на спектральную зависимость вероятности двухфотонного 
примесного поглощения в квантовой молекуле. Показано, что влияние про-
зрачности туннельного барьера на двухфотонное примесное поглощение  
в квантовой молекуле проявляется в изменении ширины энергетических уров-
ней виртуального и конечного состояний за счет варьирования таких парамет-
ров диссипативного туннелирования, как температура, частота фононной мо-
ды и константа взаимодействия с контактной средой. 

Ключевые слова: диссипативное туннелирование, квантовая молекула, двух-
фотонное примесное поглощение 
 
Abstraсt. Influence of the dissipative tunneling parameters on dependence for the 
two – photon impurity absorption probability in quantum molecule, has been 
theoretically investigated. In is shown, that the tunnel barrier transparency influence 
on two – photon impurity absorption in quantum molecule is appeared in the energy 
levels width change for virtual and final states, because of variation of such 
dissipative tunneling parameters as temperature, local phonon frequency and the 
interaction constant with a heat bath.  

Keywords: dissipative tunneling, quantum molecule, two-photon impurity absorption. 

Введение 

Интерес к двухфотонному (ДФ) поглощению света в структурах с кван-
товыми точками (КТ) обусловлен, прежде всего, возможностью наблюдения 
двухфотонно возбуждаемой люминесценции, которая в настоящее время ши-
роко используется как метод исследования нанокристаллов, как неразрушаю-
щий метод считывания информации в устройствах трехмерной оптической па-
мяти, а также при оптической накачке в лазерах. Наличие примесных центров  
в КТ не только расширяет круг возможных механизмов ДФ-поглощения, но и, 
что наиболее важно, за счет концентрации силы осциллятора в области энер-
гетически наинизшего перехода вызывает увеличение оптической нелинейно-
сти полупроводниковых КТ, причем величина ДФ-поглощения в этом случае 
может значительно превышать аналогичную величину для объемного полу-
проводника [1]. В случае туннельно-связанных КТ (квантовая молекула 
(КМ)) туннельная прозрачность потенциального барьера, модифицируя элек-
тронный спектр КТ, может приводить ко многим интересным с фундамен-
тальной и практической точки зрения эффектам. Цель настоящей работы за-
                                                           
* Текст данной статьи основан на материалах исследований, проведенных в рамках 
гранта Минобрнауки РФ по ФЦП «Развитие потенциала высшей школы»  
№ 2.1.1/1647, а также в рамках тематического плана фундаментальных научных 
исследований по заданию Рособразования по гранту 1.15.09. 
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ключается в теоретическом исследовании влияния прозрачности туннельного 

барьера на оптические переходы при ДФ-ионизации D -центра в КМ. 

1 Расчет вероятности двухфотонного примесного  
поглощения в квантовой молекуле 

Влияние прозрачности туннельного барьера на ДФ-переходы с участи-

ем ( )D  -центра в КМ рассматривается в рамках науки о квантовом туннели-
ровании с диссипацией. Актуальность развития науки о диссипативном тун-
нелировании применительно к КМ, несмотря на использование инстантонных 
подходов, связана с возможностью получения основных результатов в анали-
тической форме, что в других часто используемых подходах, при необходи-
мости учета влияния среды на процесс туннельного переноса, не представля-
ется возможным. 

Теоретический подход основан на рассмотрении квантового туннели-
рования с диссипацией применительно к электронному транспорту в КМ, мо-
делируемой двухъямным осцилляторным потенциалом, с учетом взаимодей-
ствия с локальной фононной модой при конечной температуре. На рис. 1 изо-
бражен двухъямный потенциал КМ вдоль координаты туннелирования х и 
показан рассматриваемый ДФ оптический переход. 

 
 U(x)

0 –R0

 

Рис. 1 Двухъямный потенциал КМ вдоль координаты туннелирования x и схема  
ДФ оптических переходов с участием примесного уровня:   – энергия  
поглощаемого фотона; 0E   – положение энергетического уровня  

 D  -центра относительно дна КТ; 0  – уровень энергии основного  

состояния КТ; 0U  – амплитуда потенциала конфайнмента КТ; 0R  – радиус КТ 

 

Поглощение света при ДФ-ионизации  D  -центра рассматривается 
для случая, когда примесный атом расположен в центре сферической КТ 

(0, 0, 0)aR 


. Потенциал  D  -центра моделируется потенциалом нулевого 
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радиуса, в этом случае волновая функция начального состояния определяется 
следующим выражением [2]: 

 
 

1/ 23

2

1 / 22 1
( ) 1 1

/ 2 1/ 2 2 2 2 2
a a a a

aa

a
r




                                        

 

         
  

2
3 22 2

2
0

exp 2
exp 2 exp 1 exp 2 exp

1 exp 2

r t
r a dt t t

a t


         

   
 ,  (1) 

где 3/ 2a    .  
Волновая функция конечного состояния и электронный энергетический 

спектр имеют вид 

 
 

2 2
1 2

, , 3 2 2

 !
exp

3 2 2

l
l

n l m n
n r r r

r L
aa l n a a

                      
 

 
     !2 1

cos exp
2 !

m
l

l ml
P im

l m

    
 

; 

  0 02 3 2nlE n l i       ,  (2) 

где 0  – ширина энергетического уровня в КТ; 1 1/ 2 2 2( / )nL r a  – обобщенные 

полиномы Лагерра; (cos )m
lP   – присоединенные функции Лежандра первого 

рода; n, l и m – радиальное, орбитальное и магнитное квантовые числа соот-
ветственно; , ,r    – сферические координаты. 

Эффективный гамильтониан взаимодействия с полем электромагнит-
ной волны определяется выражением 

   
2

0
int 0 2

2
exp

I
H iqr e p

m




 

 


    
,  (3) 

где e


 – единичный вектор поляризации; q


 – волновой вектор; 0  – коэф-

фициент локального поля;   – постоянная тонкой структуры c учетом ди-
электрической проницаемости; 0I ,   – интенсивность и частота света соот-
ветственно. 

Матричный элемент ДФ оптического перехода можно записать как 

 
, , int , , , , int

0 , , 0, ,

n l m n l m n l m

n l mn l m

H H
M

E E i

      

    

   


    
 

 
,  (4) 

где , ,n l m    и , ,n l mE     – волновая функция и энергия виртуального состояния: 

 
 

 
2 2

3 2
,1,0 13 2 2

3 !
exp cos

2 5 2 2
n n

n r r r
r L P

aa n a a
 

   
               

; 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 148 

  1 0 02 5 2nE n i       .  (5) 

С учетом (1), (3) и (5) выражение для матричного элемента 

, , intn l m H    


 можно представить в виде 

0
, , int 0 06n l m

I
H i


   


      




  

1

23

2

2 1
12

1 1
1 2 2 2 2

2 2

a


                                        

 

    
 

5
2

0

( 2)
2 3 !!5 5 2

2 2 ! 1 .
2 2 ! !2 2

2

n
k

a k
k

k
k

n n a n
k n k k






                              
 

   (6) 

Здесь учтены правила отбора для магнитного m  и орбитального l  
квантовых чисел виртуального состояния: 0, 1m l   . 

Матричный элемент, определяющий величину силы осциллятора ди-
польных оптических переходов электрона из виртуальных состояний 

, , ( , , )n l m z      в конечные состояния  , , , ,n l m z    квазидискретного спек-

тра КТ, можно записать в виде 

 , , int , , 0 0 , , , ,
2

n l m n l m n l m n l mH i I E E


     
     



 

      , , , ,, , , , ,n l m n l mz e r z
         

.  (7) 

Учитывая выражения (3) для энергетического спектра и волновой 
функции электрона в КТ, а также (5), матричный элемент (7) можно предста-
вить в виде 

 
1 2

, , int ,1,0 0 0 06 2

2
2 2 1 exp

l

n l m n
r r

H i I n l n
aa a




                   


  

 
     

2 1
3 2

0 0 0

!2 1 3 !  !
sin cos

2 2 3 2 5 2!

ll ml n n r
drd d r

l n n al m

                       

    
2 2 2

3/ 2 1/ 2
2 2 2

exp cos expl m
n n l

r r r
L L P im

a a a




     
              

     
.  (8) 

Расчет матричного элемента дипольных оптических переходов в (8) 
приводит к интегралам вида 
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  
2

0

0, если 0,
exp

2 , если 0;

m
im d

m

 
         (9) 

  2

0

4
, если 2,

sin cos cos 15
0, если 2.

l
l

P d
l

       
 

   (10) 

Таким образом, имеют место следующие правила отбора: оптические 

переходы из основного s-состояния  D  -центра идут в виртуальные  
p-состояния КТ, а оптические переходы из виртуальных p-состояний – в воз-
бужденные d-состояния КТ. С учетом указанных правил отбора для интегра-
ла по переменной r  имеем 

 
3 2 2 2

3 3/ 2 5/ 2 4
,2 2 2

0

7
2

exp
!n n n n

n
r r r r

r L L dr a
a na a a



 

                                 
 ,  (11) 

где ,n n  – символ Кронекера. 

После суммирования в (4) по виртуальным состояниям для квадрата 
модуля матричного элемента будем иметь 

2 4 2 4 2
0

2

5 1
!

2 2 2

3 1
90 1 1 1

2 2 2 2 2 2d

I a n n
M

E n

 




            
    

                                             


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2
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5
2 3 !!2 2

1
2! ! 2

2

n
k

k
k

n
k

n k k k




                    
                   

  

 
 2

2 2
1 2

2

2 1

5
2

2 d

n

n X
E



 

            


.  (12) 

Для учета размытия резонанса рассеянием электрона введем лоренцево 
уширение дельтаобразных пиков: 

     1

2 2
x

x



 


 
 

, (13) 

где   – феноменологическое время релаксации. 
Тогда выражение для вероятности двухфотонного перехода запишется 

как 
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 2 0
2 20 1 2 2

02

2
(2 )

5
2

2
n

d
d

W M
I

E n X
E



 
               


 

,  (14) 

здесь / dX E   – энергия фотона в единицах эффективной боровской энер-

гии dE . 

С учетом (12) для вероятности ДФ-перехода будем иметь 

4 2 4 9 2
0

5 1
!

2 2 2
(2 )

3 1
45 1 1 1

2 2 2 2 2 2
n

d

I a n n
W

X E n

 




            
     

                                            
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



                    
                   

  

 
 2 0

22 2
1 2 2

02

2 1

5
2

2 d

n

n X
E



  

                





,  (15) 

здесь  0 expB S    – вероятность диссипативного туннелирования в КМ  

с учетом взаимодействия с локальной фононной модой среды. Предэкспо-
ненциальный множитель B и одноинстантонное действие в боровских едини-
цах имеют соответственно вид [3] 

* * *
0* 2 (1 )d TU bE

B
 

 


 

* *
* * * *1 2

1 2

1
* * 2

* *1 2
01 02* *

* *1 2
* *
1 2

ch 1 ch 1
2 2

ch ch
2 2

1 1
2 2

sh sh
2 2

A D

A D



                              
                                                                 

 
















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* *
* *1 2
01 02* *

* *1 2
* *
1 2

* *
* *1 2
01 02* *

* *1 2
*
1

ch ch
2 2

1 * 1
2 2

sh sh
2 2

ch ch
2 2

1 *
2 2

sh
2

A D

A D

                                                   

          
               

 

 
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2
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2

1

sh
2










                             

,  (16) 
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   
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где 
*
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1
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1

b

b

       
; * /b b a ; * * * *

0 /( )TU a   ; * /T dkT E  ; 

* /L L dh E   , L  – частота фононной моды; * /C dh C E  , C  – константа 

взаимодействия с контактной средой; 
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 . 

На рис. 2 представлена зависимость вероятности туннелирования Г0 от 

параметров * *,L C   и *
T , определяющих соответственно частоту фононной 

моды, константу взаимодействия с контактной средой и температуру. Как 
видно из рис. 2,а, с ростом частоты фононной моды вероятность туннелиро-
вания в КМ возрастает за счет увеличения эффективности электрон-
фононного взаимодействия. Возрастание константы взаимодействия приво-
дит к увеличению вязкости контактной среды, т.е. к росту ее «степени дисси-
пативности», и вероятность туннелирования падает (рис. 2,б). 

 
 Г0, с

-1 

εL 
0 

1 2 3 4

410-9 

210-9 

310-9 

110-9 

εС
0

1 2 3 4 

410-9 

210-9 

310-9

110-9 

Г0, с
-1 

а) б) 
 Г0, с

-1  

εT 0 1 2 3 4

310-7 

210-7 

110-9

 
в) 

Рис. 2 Зависимость величины Г0 от параметров туннелирования: 

а – *
L  при 0 0,25 эВ,U   * *1, 1Т C    ; б – *

C  при 0 0,25 эВ,U   * *1, 1Т L    ;  

в – *
T  при 0 0,25 эВ,U   * *1, 1C L     
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2 Спектральная зависимость вероятности  
двухфотонного примесного поглощения 

На рис. 3 представлена спектральная зависимость вероятности  

ДФ-поглощения при фотоионизации ( )D  -центра в КМ на основе InSb для 

различных значений параметров туннелирования * ,L  *
C  и *

T . Можно ви-

деть, что с ростом частоты фононной моды растет и вероятность  
ДФ-поглощения (рис. 3,б). Увеличение «вязкости» среды приводит к доста-
точно сильному подавлению ДФ поглощения в КМ (рис. 3,в).  
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Рис. 3 Спектральная зависимость вероятности ДФ-поглощения при фотоионизации  
( )D  -центра в КМ для различных значений параметров туннелирования:  

а – *
T  при 0 00,3 эВ, 65 нмU R  , * *1, 1C L    : 1 – *

T  = 0,1; 2 – *
T  = 1;  

б – *
L  при * *1, 1Т C    : 1 – *

L  = 1; 2 – *
L  = 0,1;  

в – *
С  при * *1, 1Т L    : 1 – *

С  = 1; 2 – *
С  = 1,5 
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Таким образом, прозрачность туннельного барьера существенно влияет 
на ДФ примесное поглощение в КМ за счет изменения ширины энергетиче-
ских уровней виртуального и конечного состояний при варьировании таких 
параметров диссипативного туннелирования, как температура, частота фо-
нонной моды и константа взаимодействия с контактной средой. 

С прикладной точки зрения полученные результаты важны при изго-
товлении лазерных структур на основе массива КТ, когда необходимо учиты-
вать влияние туннельной прозрачности потенциальных барьеров на вероят-
ность ДФ оптической накачки. 
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